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APRESENTACAO

rezado(a) Académico(a):

Na grade curricular do Curso de Licenciatura em Computacio, modalidade
EaD, ofertado pela ursm (Universidade Federal de Santa Maria) — Campus
Frederico Westphalen, no dmbito da uas (Universidade Aberta do Brasil), temos
a disciplina Matematica II. Por intermédio desta disciplina esperamos capacitar
os académicos para contextualizar e inter-relacionar conceitos e propriedades
matemadticas, para que possam utilizd-los em outras dreas do conhecimento e em

aplicagdes variadas de situagdes reais.
No decorrer do periodo de oferta desta disciplina estudaremos topicos de
“Algebra Linear”, que se utiliza de alguns conceitos e estruturas fundamentais da
Matematica como matrizes, determinantes, sistemas de equacdes lineares e vetores.
Pretendemos trabalhar todos estes contetidos de Algebra Linear com auxilio de
tecnologias informaticas, a exemplo do software GeoGebra (aglutinacdo das palavras
Geometria e Algebra), que é um software livre de matematica dinamica que retine
recursos de geometria, dlgebra, graficos, tabelas, probabilidade, estatistica e cdlculos
simbélicos. Vocé pode fazer o download do software GeoGebra para instalacao
em seu Desktop pelo endereco: http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/download/,
clicando em More GeoGebra downloads, clicando em GeoGebra Classic for Desktop
e entdo escolhendo adequadamente o sistema operacional (Windows, Linux ou
Mac osx). Ap6és ao download, basta executar o programa de instalacdo. Quando
elaboramos o texto deste livro a versao disponibilizada do software GeoGebra era

5.0.355.0 (abril de 2017).

Convidamos vocé a instalar o software GeoGebra e entdo estudar conosco os
topicos introdutérios de Algebra Linear que especificamente compdem o contetido
programético da disciplina de Matematica II, procurando conhecer um pouco
mais alguns dos conceitos e estruturas fundamentais deste importante ramo da
Matemadtica, que estd fortemente associado a Computacao.



ENTENDA OS iCONES

(@) ATENGAO: faz uma chamada ao leitor sobre um assunto,
abordado no texto, que merece destaque pela relevancia.

INTERATIVIDADE: aponta recursos disponiveis na internet
(sites, videos, jogos, artigos, objetos de aprendizagem) que
auxiliam na compreensao do contetido da disciplina.

SAIBA MAIS: traz sugestoes de conhecimentos relacionados
74
ao tema abordado, facilitando a aprendizagem do aluno.

TERMO DO GLOSSARIO: indica defini¢do mais detalhada de
um termo, palavra ou expressdo utilizada no texto.



SUMARIO

> APRESENTAGAO -5
> UNIDADE 1 - MATRIZES -10
Introducao -12
1.1 Notacgao e Propriedades das Matrizes -13
1.1.1 Tipo e Ordem de uma Matriz -16
1.2 Operagoes com Matrizes -22
1.2.1 Adicdo de Matrizes -22
1.2.2 Subtracao de Matrizes -23
1.2.3 Multiplicacdo de Matrizes -24
1.3 Matriz Inversa-31
1.3.1 Calculo de uma Matriz Inversa -31
1.3.2 Dispositivo Pratico para Calculo de Matriz Inversa de Ordem 2x2 -33
Atividades - Unidade 135
> UNIDADE 2 - DETERMINANTES -42
Introducao -44
2.1 Calculo de um Determinante -45
2.1.1 Determinante de uma Matriz de Ordem 1 -45
2.1.2 Determinante de uma Matriz de Ordem 2 -45
2.1.3 Determinante de uma Matriz de Ordem 3 (Regra de Sarrus) -46

2.1.4 Determinante de uma Matriz de Ordem Maior que Trés (Teorema de Laplace) -48

2.2 Aplica¢do do Calculo de Determinantes -52
2.2.1 Area de uma Regido Triangular -52

2.3 Propriedades dos Determinantes ‘56
2.4 Determinante de uma Matriz Inversa-59
Atividades - Unidade 2 -60

> UNIDADE 3 - SISTEMAS LINEARES -64

Introducao 66



3.1 Equagao Linear-67
3.2 Sistemas Lineares -68

3.3 Solucg&o Algébrica de um Sistema Linear -69
3.3.1 Método da Substituigdo -69
3.3.2 Método da Adigdo -70

3.4 Sistemas Lineares Equivalentes-72
3.5 Classificacao de um Sistema Linear -73

3.6 Sistemas Lineares - Interpretacdo Geométrica-76
3.6.1 Sistemas Lineares com Duas Incégnitas -76
3.6.2 Sistemas Lineares com Trés Incognitas -78
3.6.2.1 Sistemas Lineares com Duas EquagGes de Trés Incognitas -79
3.6.2.2 Sistemas Lineares com Trés Equacdes de Trés Incognitas 79

3.7 Matrizes Associadas a um Sistema Linear -82
3.8 Regra de Cramer -83
Atividades - Unidade 3 -85

> UNIDADE 4 - VETORES -88

Introducao -90
4.1 Defini¢Oes e Notagoes -91
4.1.1 Grandezas Vetoriais -91
4.1.2 Notagdes de Vetor -92
4.1.3 Componentes de um Vetor -93
4.1.4 Médulo de um Vetor -94
4.1.5 Vetor Nulo -96
4.1.6 Igualdade de Vetores -96
4.1.7 Vetores Opostos -97
4.1.8 Vetor Unitario -98
4.1.9 Versor -98
4.1.10 Expressao Cartesiana de um Vetor -98
4.1.11 Vetores Colineares -99
4.1.12 Vetores Coplanares -100
4.1.13 Paralelismo de Vetores -100

4.2 Operagdes com Vetores 101
4.2.1 Soma de Vetores -101
4.2.1.1 Vetor Soma - Método Gréfico -101
4.2.1.2 Vetor Soma - Regra do Paralelogramo -103



4.2.1.3 Vetor Soma - Decomposicdo dos Vetores em Coordenadas -104
4.2.1.4 Propriedades da Soma de Vetores -105
4.2.2 Subtra¢do de Vetores -106
4.2.3 Multiplicagao por Escalar -107
4.2.4 Produto Interno ou Produto Escalar -108
4.2.4.1 Propriedades do Produto Escalar -110
4.2.4.2 Angulo entre Vetores 111
4.2.5 Produto Vetorial ou Produto Externo -111
4.2.5.1 Propriedades do Produto Vetorial -112
4.2.5.2 Expressao Cartesiana do Produto Vetorial -112
4.2.5.3 Interpretacdo Geométrica do Médulo do Produto Vetorial -114
4.2.6 Produto Misto -117
4.2.6.1 Expressao Cartesiana do Produto Misto -117
4.2.6.2 Propriedades do Produto Misto 118
4.2.6.3 Interpretacdo Geométrica do Mddulo do Produto Misto:
Volume de um Paralelepipedo -118

Atividades - Unidade 4 -122
CONSIDERAGOES FINAIS -130
REFERENCIAS -131

APRESENTAGAO DOS AUTORES -134



MATRIZES







INTRODUCAO

Matemaética é uma Ciéncia que possibilita o estudo de quantidades e formas,

e se organiza a partir de uma linguagem prépria, composta por regras e

6rmulas que foram criadas para facilitar a vida humana. A Algebra cons-
titui um dos ramos da Matemadtica, na qual se estuda a manipulacdo formal de
equacoes, operacoes matematicas, polindmios e estruturas algébricas. A Algebra
é um dos principais ramos da denominada Matemadtica Pura, e se subdivide em:
Algebra Universal, Algebra Abstrata, Algebra Elementar, Algebra Computacional e
Algebra Linear.

Os contetidos que trabalharemos no decorrer deste livro sdo referentes a Alge-
bra, mais precisamente, a Algebra Linear. E para iniciar o estudo abordaremos as
matrizes, que, embora tenham surgido no século x1x, continuam a proporcionar
experiéncias inovadoras a Matemadtica (a denominacdo “matriz” foi utilizada pela
primeira vez em 1850, nos trabalhos do matemadtico inglés James Joseph Sylvester,
1814-1897). Uma matriz é caracterizada como sendo uma tabela, onde seus ele-
mentos estdo dispostos em linhas e colunas.

Mesmo que nao percebamos, as matrizes estdo presentes em varios contextos
de nosso cotidiano, desde cdlculos efetuados por um computador ou mesmo na
construcao civil, o que configura a sua aplicacao nao s6 a Matemadtica, mas também
em vdrias dreas, a exemplo da Informdtica, Economia, Fisica, Engenharias, etc.

Uma representacdo matricial, ou um sistema matricial, € muito utilizado na
resolucao de um sistema linear. Como os sistemas lineares serdo estudados na
Unidade 3 deste livro, passaremos agora, preliminarmente, ao estudo das matrizes.
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1.1

NOTACAO E PROPRIEDADES DAS
MATRIZES

Para contextualizar a abordagem dos tépicos relacionados ao estudo das matrizes,
vamos considerar as médias finais (hipotéticas) de desempenho escolar de trés
académicos do Curso de Licenciatura em Computagdo da uFrsM/UAB referentes a
quatro disciplinas curriculares, observando o aproveitamento de cada aluno por
disciplina. Vejamos o esboco desta situa¢do no Quadro 1 a seguir:

QUADRO I - NOTAS DE TRES ACADEMICOS EM QUATRO DISCIPLINAS

LOGICA INFORMATICA LAB. DE MONTAGEM FUND. FILOSOFICOS
MATEMATICA BASICA E MANUTENGAO E SOCIOLOGICOS DA EDUCACAO
Académico 1 6,2 7,1 6,8 8,0
Académico 2 5,7 6,4 7,0 7,3
Académico 3 7,2 8,2 6,9 7,8

FONTE: Autores

Paralocalizar a nota de um determinado académico em uma das quatro disciplinas,
devemos nos orientar nalinha em que consta o nome daquele académico e na coluna
onde estdo as notas da disciplina analisada. Por exemplo, se desejamos saber a nota
do Académico 3 em Informaética Basica devemos observar o local de interseccao
da tdltima linha e da coluna onde constam as notas da referida disciplina, e assim
encontraremos a nota 8,2.

Se passarmos a considerar as informacoes do quadro anterior somente a partir da
disposicao das notas em linhas e colunas, usando parénteses ou colchetes, teriamos:

62 7,1 68 8,0 62 7,1 68 80
57 64 70 73| .. |57 64 70 7.3
72 82 69 78 72 82 69 78

Se optarmos por usar a notagao dos parénteses e denominarmos essa tabela como
sendo “A”, entao:

62 71 68 8,0

A=|57 64 7,0 7,3
72 82 69 78

LICENCIATURA EM COMPUTAGAO| Matematica Il .13



Em tabelas assim, os nliimeros sdo chamados de elementos. As colunas sao enume-
radas da esquerda para a direita e as linhas de cima para baixo. Esse tipo de tabela
disposta com linhas e colunas é chamada de matriz.

Uma matriz, por convencao, é representada por uma letra maitscula do alfabeto
(4, B, C, ..., 2), e seus elementos sao representados pela respectiva letra mintscula,
acompanhada de dois indices, sendo que o primeiro indice representa a linha e
o segundo indice representa a coluna onde aquele determinado elemento esta
posicionado no interior da matriz.

Uma representacao genérica de uma matriz A de ordem m X n ou seja, que
apresenta mlinhas e n colunas, apresenta a forma:

ta, a, ay ... a a, |
Uy Ay Oy ay a4y,
a; Qg Ay d; as,
e T R
a;; Q5 Ay a; ... a,
ot Qo Gy Qug eov Oy

ouA=(ay),  coml<i<jl<j<ne i,j€N.Le-se:matriz Ade elementos a,de ordem
m X n.

«/” ")) ATENGAO
Convidamos vocé a iniciar a exploragao do software GeoGebra
junto conosco a partir de agora. Vamos definir uma matriz
no software GeoGebra?

Observe na Figura 1 que o layout do GeoGebra é subdividido em: Barra de Menu,
Janela de Algebra, Janela de Visualizacdo (ou janela grafica) e Entrada. Inserimos
cinco setas na imagem do layout do GeoGebra para chamar sua atencao para as
localizacoes das barras e janelas.

Figura 1 — Layout do Software GeoGebra.

12 GeoGebra - o x

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

AlABBClo]d N =] <= -5

» Janela de Algebra | » Janela de Visuali X

i .

i |

Entrada:

Fonte: Autores
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2 3 4

Por exemplo, para definir no GeoGebra a matriz B= ,de ordem 2 x 3,

ou seja, que apresenta duas linhas e trés colunas, devemos inserir o cursor na
posicao Entrada e entao digitar o comando: B ={ {2,3,4},{5,6,7} }, como mostrado
na Figura 2.

(@) ATENGAO
Observe que cada linha da matriz deve ficar definida entre
chaves e com os respectivos elementos separados por virgulas.

Figura 2 — Insercdo de uma matriz no Software GeoGebra

¥ GeoGebra — O X
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
o El|B%)2 o) (32 124 AN E5 R T
® 7| =T L v v ° ~ L) @ *
» Janela de Algebra o » Janela de Visualizagéo
[
5
4
<
3
2
1
Entrada: B={{2, 3, 4},{5, 7, 63} b+ @

Fonte: Autores

Em seguida ao comando B ={{2,3,4},15,6,7}} tecle “enter” para que a matriz B esteja
definida na Janela de Algebra (Figura 3).

Figura 3 — Visualiza¢do da matriz B

€'F GeoGebra — [m] x
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
A . b @ ‘{:; Ya a=2
® . ’{.fv =3 v ®v ¥ ° = é’u L
» Janela de Algebra o » Janela de Visualizaga
Lista 5
; _ (2324
=ls 76
5
4
<
a
2
1
Enirada @

Fonte: Autores
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1.1.1. Tipo e Ordem de uma Matriz

As matrizes recebem certo tipo de nome dependendo da quantidade de elementos
em suas linhas e colunas ou apenas por caracteristicas especificas. A ordem de uma
matriz refere-se ao niimero de linhas e colunas que compdem a matriz. A ordem
é apresentada na notacdo m X n, onde m é o niimero de linhas e n nimero de
colunas. Lé-se "m por n" (ANTON; RORRES, 2001). Vejamos a seguir alguns tipos
de matrizes.

» Matriz linha: matriz de ordem 1 x n, ou seja, com uma tinica linha.

Exemplo: Considerando no Quadro 1 apenas as notas do Académico 1, nas
quatro disciplinas, formamos a matriz linha do tipo 1 x 4:

Cc=(62 7,1 6,8 8,0).
» Matriz coluna: matriz do tipo n x 1 ou seja, com uma tinica coluna.

Exemplo: Considerando no Quadro 1 as notas na disciplina de Logica
Matemadtica para os trés académicos formamos a matriz

6,2
D=|5,7 |, que apresenta ordem 3 x 1.
7,2

» Matriz quadrada: matriz do tipo n x n, ou seja, com o mesmo nimero de
linhas e colunas. Neste caso podemos simplesmente dizer matriz de ordem n.

Exemplo: Considerando no Quadro 1 as notas dos trés académicos nas
disciplinas de Logica Matematica, Informadtica Bésica e Laboratério de Montagem
e Manutencao formamos a matriz quadrada

62 7,1 6,8
E=|57 64 7,0
72 82 69

de ordem 3 x 3, ou simplesmente de ordem 3 (pois o ntmero de linhas é igual ao
nuamero de colunas).

16-



Observe que no exemplo anterior, na matriz que denominamos E, os elementos
da diagonal principal sdo: 6,2; 6,4 € 6,9 e os elementos da diagonal secundéria sao:

7,2;6,4 € 6,8.

» Matriz Nula: matriz onde todos os elementos sao nulos. Representamos uma
matriz nula de ordem m x n por O _ e amatriz nula de ordem 7 (quadrada)

porO,.
Exemplos:
00
a) O5.,=[0 0 |.Estaéuma matriz nula de ordem 3 x 2.
00
0 0O
b) O3= 0 O O0].Estaéuma matriz nula de ordem 3 x 3, que por ser
0 0O

quadrada especificamos simplesmente como de ordem 3.

» Matriz Diagonal: toda matriz quadrada em que os elementos que nao
pertencem a diagonal principal sejam iguais a zero (nulos). Os elementos da
diagonal principal podem ser iguais a zero ou nao.

Exemplos:
3 0 0
a) D3= 0 _1 0 )
0O 0 7 J

LICENCIATURA EM COMPUTAGAO| Matematica IT .17



b)E2=[1 0],

0 3
0 0O

c)F;=[0 0 0], Observe que a matriz F, caracteriza um exemplo de
0 0O

matriz nula e também de matriz diagonal.

» Matriz Identidade: matriz quadrada em que os elementos que pertencem
a diagonal principal sdo iguais a 1 e o restante dos elementos sdo iguais a zero. E
representada por [ , sendo n a ordem da matriz.
Se preferirmos trabalhar com a lei de formac¢ao de uma matriz, podemos escrever
a matriz identidade na forma:

IHZ[GU.] em que a”:[é,i;j

Exemplos:

1 00
al,=[0 1 0

0 01
b I[,=[1],

1 0

I,= ,

2=lo )

1 00 O
dI,= 0100

0 010

0 0 01

» Matriz Transposta: se A for uma matriz de ordem m x n, a matriz transposta
de A, representada por A7, é obtida a partir da matriz A, trocando-se ordenada-
mente as linhas por colunas ou as colunas por linhas. Assim, a matriz A’ terd
ordem n x m.

18-



Exemplos:

2 5
a) A3><2: O 9 : A§x3:(2 0 _2)’
59 7
-2 7
-1
b) As=| 4 | == Al..=[-1 4 3],
3
8 2 3 8 0 6
oA=[0 1 4| = A'=[2 1 11}
6 11 9 3 4 9

d) Podemos utilizar o software GeoGebra para obter a matriz transposta de uma
dada matriz. Por exemplo, considerando

3 9 7
=|-2 4 5
-1 8 10

devemos primeiramente definir esta matriz na drea de Entrada digitando o comando:
A :{{3) 9’ 7}) {_2) 4) 5}) {_1) 8) 10}}

Em seguida devemos clicar “enter” e voltar ao campo de Entrada para entdo definir
uma denominacao para a transposta de A (que denotaremos aqui por AT para
retratar o calculo da matriz transposta de A), seguida do comando que determinard
a matriz procurada: AT =MatrizTransposta[A]. Acompanhe na Figura 4 a inser¢ao
deste comando no campo de Entrada do software GeoGebra.

Figura 4 — Comando para obten¢do da Matriz Transposta

€7 GeoGebra - o x

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

BB 2|82 (ol ) P4 NN

) Janela de Algebra 5 | » Janela de X
Lista

5 c
&

g

/30
A=[—24
\ -1 8

7
5 ) ?
o

10/

< >

Entrada:|AT=MatrizTransposta[A] a ¢ ®

Fonte: Autores
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Finalizado o comando para determinacdo da transposta da matriz A (tal como
mostrado na Figura 4), devemos clicar “enter” e assim teremos obtido, na Janela de
Algebra, a matriz resultante da operacao transposta (observe a matriz AT na Figura 5).

INTERATIVIDADE
Procure assistir videos que orientam a utilizar os comandos
do software GeoGebra. Por exemplo, assista videos em
https://www.youtube.com/watch?v=9-orPBR1TXo

Figura 5 — Matriz Transposta

€7 GeoGebra — a x

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

RIALAL D@l el foindl=] ) o

» Janela de Algebra | [ » Janelade X
Lista

< >

Entrada

Fonte: Autores

Propriedades da Matriz Transposta:

* Para qualquer matriz A= (al.j)m . tem-se que: (AT)T=A.
* Dadas as matrizes A=(a,), e B:(bﬁ) tem-se que (A+B)"= AT+B".
¢ Dadas as matrizes A= (aij)m € B:(b.].)n . tem-se que (AB)T=BTAT.
e Para qualquer matriz A= (alj)m ., € para qualquer niimero real nao nulo k,
tem-se que: (kA)T=KkA".

mxn’

» Matriz Simétrica: matriz quadrada tal que A=A
Como é possivel observar facilmente nos exemplos que serdo dados a seguir,
em uma matriz simétrica os elementos simetricamente dispostos em relacao
a diagonal principal sdo iguais.

Exemplos:

a) A= 5 ;’ é simétrica pois A=A".

3
2 4 -1
b) B=[ 4 (0 5 | ésimétricapois B=B"
-1 5 1

20



c) C= 3 -2 nao é simétrica uma vez que C # C', sendo c’= 3 2 .
2 0 -2 0
Observe que a desigualdade ocorreu justamente porque o elemento C_# C, .
Propriedades da Matriz Transposta:

¢ Se A é uma matriz simétrica e ké um nimero real nao nulo, entdo kAétambém
uma matriz simétrica.

* Para qualquer matriz quadrada A, tem-se que A+A” é uma matriz simétrica.

» Matriz Oposta: a matriz oposta de uma matriz A é a matriz -A que é obtida
trocando-se o sinal de todos os elementos de A. Assim, a matriz oposta de A= (al.j)m o
é a matriz —A:(—aif.)m o

Exemplos:
2 6 ] -2 -6
a) A=|—-1 3 |—>-A=|1 -3|.
5 -4 -5 4
(3 =2 L [—3 2
b) B—(_1 - ) —t B—( 1 _7).

» Igualdade de Matrizes: duas matrizes Ae B, de mesma ordem 1 x 1, sdo
ditas iguais se, e somente se, todos os seus elementos correspondentes (que
ocupam a mesma posicdo) sdo iguais, ou seja:

A=B &> aij:bl.j paratodo I<i<mel<j<n

Exemplos:
3 9 39

a) Dadas A=|1 2|eB=|1 2] NestecasotemosA=B.
0 5 0 5

b) Dadas C= 2 4)eD:(i ;).Nestecasotemos C#Duma vez que
c, #d .

(@) ATENGAO:

Sugerimos que sejam efetuadas as atividades numeradas
de 1 a 10 deste capitulo, uma vez que tais atividades sao
referentes aos contetidos estudados até aqui. As atividades
estdo no final do capitulo.
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1.2
OPERACOES COM MATRIZES

Sendo que j4 analisamos os primeiros topicos relacionados ao estudo das matrizes,
conhecemos suas notagoes e propriedades, passaremos agora a estudar as operagoes
matemadticas que podem ser efetuadas a partir das matrizes, como adicao, subtragao
e multiplicacdo. Nao deixe de refazer em seu caderno cada um dos exemplos
abordados neste livro, eles servirao como um tutorial de aprendizagem.

1.2.1. Adicao de Matrizes

Para adicionarmos duas ou mais matrizes é preciso que todas elas tenham o mesmo
numero de linhas e de colunas, ou seja, as matrizes devem ter mesma ordem.
A soma dessas matrizes ird resultar em outra matriz que também terd o mesmo
numero de linhas e de colunas. Para efetuarmos a soma de matrizes, os termos
deverao ser somados aos seus termos correspondentes (GIOVANNI; BONJORNO;
GIOVANNI JR., 2002).

Entdo, dadas duas matrizes, A e B, as duas de ordem m X n, teremos A+B=C,
com C de ordem m x nonde a,+ bi]: C;r

Exemplo:
1 8 8 -2

Dadas as matrizes A;.,=|0 2 | e B;.,=|2 4 |, calcule a matriz C=A+B.
5 -1 3 5

Sendo A e Bmatrizes de mesma ordem, para calcularmos a matriz Cresultante
da soma de A e Btemos que somar os termos correspondentes, assim:

1 8 8 —2 1+8 8-2 9 6
C=|0 2 |+|12 4 |=C=|0+2 2+4 |= C=|2 6
5 =11 |3 5 5+3 —1+5 8 4
9 6
Desta forma, obtemos a matriz C;,,=[2 6.
8 4

INTERATIVIDADE:

Procure utilizar o software GeoGebra para refazer o exemplo
anterior, de soma de matrizes. Estando definidas as matrizes
A(através do comando A={{1, 8},{0, 2},{5,- 1}}) e B (definida a partir
comando B={{8, -2},{2, 4},{3, 5}}) no GeoGebra, obtemos a matriz
soma escrevendo no campo de Entrada o comando seguido de
um “enter” (Figura 6).
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Figura 6 — MATR1Z TRANSPOSTA

7 GeoGebra - o x

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

B R Y ol PN

» Janela de X

> c
2

N

X

» Janela de Algebra
Lista

A:[/

\
{

A

B

-~

C

@Ne wn e me s
- AN EN®
~

roo

Entrada; 3| @

Fonte: Autores

Propriedades da Soma entre Matrizes: Sejam A e B matrizes dadas e O a matriz
nula, temos:

* Propriedade comutativa: A+B=B+A.

e Propriedade distributiva: (A+B) + C=A + (B+C).

* Propriedade do elemento neutro da soma: A+O=0+A=A.

e Propriedade do elemento oposto da soma: A+(-A)=(-A)+A=0.

1.2.2. Subtracao de Matrizes

Para podermos efetuar a subtracdo de duas matrizes, as matrizes subtraidas devem
ter amesma ordem (mesmo nimero de linhas e colunas), sendo que a matriz obtida
com a subtragdo (matriz diferenca) terd o mesmo ntimero de linhas e colunas das
matrizes subtraidas. As subtracdes devem ocorrer com elementos correspondentes.

Assim, dadas duas matrizes, A e B, as duas de ordem m x n. Entdo, A-B=C, com

Cde ordem m x n, onde al.j—bij.:cij.

Exemplo:
1 8 8 -2
Dadas as matrizes A;,,=|0 2 |e B;.,=|2 4 |, calcule a matriz D=A-B.
5 -1 3 5

Sendo A e Bmatrizes de mesma ordem, para calcularmos a matriz D resultante
da diferenca entre A e B temos que subtrair termos correspondentes, assim:

1 8 8 -2 1-8 8+2 -7 10
D=|0 2 (-|2 4 (=D=(0-2 2-4 |=D=|-2 -2
5 1{ |3 5 5—-3 —1-5 2 -6
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-7 10

Desta forma, obtermos a matriz D5,,=[—2 —2

2 -6

INTERATIVIDADE:

Com uso do software GeoGebra, estando definidas as
matrizes A (comando A={{1, 8},{0, 2},{5, -1}}) e B (comando
B={{8, -2},{2, 4},{3, 5}}), obtemos a matriz diferenca
escrevendo no campo de Entrada o comando seguido de
um “enter” (Figura 7).

Figura 7 — MATRIZ TRANSPOSTA

7 GeoGebra — [m] x

Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda Entrar.

[&]] LA B Gl &Nl 4] @

» Janela de Algebra > | » Janela de
Lista

x

A=

Entrada:

Fonte: Autores

1.2.3. Multiplicacao de Matrizes

Dadas as matrizes A= (af) e B:ﬂ%) , 0 produto de A e Bé uma matriz C:(CT)
I mxn 1l l’lXp 1, mxp
em que cada elemento c;é dado por

n
Cij:zaik‘bkj
k=1

comi=1,2,3~,mej=12,3",p.

Assim, temos que cada elemento da matriz C é obtido por meio da soma dos
produtos dos elementos correspondentes da i-ésima linha de A pelos elementos
da j-ésima coluna de B.

Observe que esta multiplicacdo sé serd possivel se o nimero de colunas de A
(denotado aqui por n ) for exatamente igual ao nimero de linhas de B (por esta razdo
aqui também denotado por n). Amatriz Cresultante desta multiplicacao terd ordem
m x p, que corresponde ao nimero de linhas de A e ao ntimero de colunas de B.
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Exemplo:

Dadas as matrizes Azu:[; g] e B2x3:[; 3(5) g], calcular a matriz C=AB.

Vamos efetuar passo a passo a multiplicacdo das matrizes A2X2=[; g] e

Bzx3=[; g :2))], para exemplificar a obtencdo de cada elemento da matriz

C,.=A, B

2x3 227 2x3"

Neste exemplo temos: C=AB, entao

o B

Teremos que determinar os seis elementos da matriz C, ou seja:

Ci Cip Cg3
Gy Cpp Cy3

Crz=

1°) Trabalhando com os elementos da 12linha de Ae da 12 coluna de Bobtemos

o elemento ¢, :
c=[4 0][t o 2
2 717 5 3

c,,=(4)(1)+(0)(7)=4.

2°) Trabalhando com os elementos da 12 linha de A e da 22 coluna de Bobtemos

=207 & 3|

c,=(4)(0)+(0)(5)=0

o elemento C,,

3°) Trabalhando com os elementos da 12 linha de A e Bobtemos o elemento C,y

A7 2 8
cs=(4)(2)+( =8

4°) Trabalhando com os elementos da 22 linha de A e da 12 coluna de Bobtemos

o elemento C,):
c=[4 o]t o 2
2 7117 5 3

¢, =(2)(1)+(7)(7)=51

LICENCIATURA EM COMPUTA(;EO‘Matem{ltiC'dH - 25



50) Trabalhando com os elementos da 22 linha de A e da 22 coluna de Bobtemos

S B

c5,=(2)(0)+(7)(5)=35

o elemento C,y

6°) Trabalhando com os elementos da 22 linha de A e da 32 coluna de Bobtemos

o elemento :
4 01 0 2
C=
B B

c=(2)(2)+(7)(3)=25.

Terminadas as multiplicacdes das linhas de A pelas colunas de B concluimos o
célculo da matriz c,;:

c. -4 0 8
23 151 35 25

INTERATIVIDADE:

Podemos facilmente realizar clculos de multiplicacao de matrizes
através do software GeoGebra. Em termos do exemplo acima, é
necessdrio primeiramente abrir uma Nova Janela e definir no
campo de Entrada as duas matrizes A={{4, 0},{2, 7}} e B={{1, 0,
2},17, 5, 3}}. Nasequéncia devemos inserir o comando C=A*B que
atribui a denominacao C ao efetivo cdlculo da multiplicacdo das
matrizes A2x2:[4 Ole B,.;= 102

5 7 - 3]que ja estavam definidas no

software. Confira na Figura 8 aresposta correspondente a matriz C.

Figura 8 - Multiplicagdo de Matrizes

17 GeoGebra - O pd
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A A N |laBe | 232 =l
RIAARIPIOIO) £ e =] 5
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo X
- Lista
: 4 0 4
A=
(57)
2
B — ( 10 2 \ J
\7T 5 3 ) 0
6 4 2 0 2 4 3
cz( 4 0 8\
\ 51 35 25 ) 2
-4
Entrada: ¥

Fonte: Autores

(@) ATENGAO:

Em geral, o resultado da multiplicacdo AB é diferente do
resultado da multiplicacao BA.
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Quando trabalhamos com matrizes, a multiplicacdo ndo é comutativa. No exemplo

1 0 2

anterior tinhamos as matrizesA, .= 40 e B, .=
2 7 5 3

2%x27 7 2x37

], sendo que

Ag=[4 O][1 0 2]_[4 o 8
2 7)l7 5 37|51 35 25

Contudo, neste caso nao é possivel realizar a multiplicagdao BA, pois o nlimero
de colunas da matriz Bnao condiz com o ntimero de linhas da matriz A. Observe
que a matriz B apresenta 3 colunas e a matriz A apenas 2 linhas:

BA:[l@Eﬁ@O]
7 5 3][20 7

e assim a multiplicacdo nao estd definida.

Propriedades da Multiplicacdo de uma Matriz por Escalar: Para Ae Bmatrizes
de mesma ordem, ke lescalares e O a matriz nula, temos:

» Propriedade associativa da multiplicacao: (kl) A = k (IA).

e Propriedades distributivas: k (A+B)=kA + kB e (k+1) A = kA + IA.
* Propriedades de Identidade Multiplicativa:1 A = A.

* Propriedades multiplicativas do zero: 0A=0ek O=O0.

Propriedades da Multiplicacéio de uma Matriz por Outra Matriz: Sejam A, Be
C matrizes dadas, /a matriz identidade e O a matriz nula. Sempre que for possivel
efetuar os produtos indicados, de acordo com a defini¢ao do produto de matrizes,
teremos:

e Propriedade associativa: (AB) C=A (BC).

e Propriedades distributivas: A (B+C) = AB + ACe (B+C) A= BA + CA.
* Propriedade do elemento neutro da multiplicacao: A=A e Al = A.

e Propriedade do elemento nulo da multiplicagao: OA=0e AO= 0.
e Multiplicag¢ao de matrizes nao é comutativa: AB# BA.

Exemplo 1: Dadas as matrizes A=
transposta de A, calcule A'-3B.

WN =

e B= 0 1 2 se AT é a matriz
1 2 0

0

Sendo A= ~1

~ 1 2 3
ntio A"= mo B=
entdo (3 7 0) e como (

1 2 P [0 3 6
> 0) entao 3B—( )

-3 6 0/

13
2 4
3 0
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Desta forma

e portanto

AT—3B=(

1 -1 -3
6 —2 0/

Exemplo 2: (ENEM 2012, questdo 169, Caderno Azul): Um aluno registrou as
notas bimestrais de algumas de suas disciplinas numa tabela. Ele observou que as
entradas numéricas da tabela formavam uma matriz 4 x 4, e que poderia calcular
as médias anuais dessas disciplinas usando produto de matrizes. Todas as provas
possuiam o mesmo peso, e a tabela que ele conseguiu € mostrada a seguir.

6,2

Matematica 579 4,5 55
Portugués 6,6 7,1 6,5 8,4
Geografia 8,6 6,8 7,8 9,0

Histéria 6,2 5,6 59 7,7

Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida a partir da tabela por:

o 2 4] of o]

N =
N
N =
N |~
I
DN
NI
NI

|

[ N S
Nl— N[—= N[~ N -

N N N N e Y

Para resolver este problema precisamos fazer um cdlculo de multiplicacao de
matrizes, uma vez que a nota anual de cada disciplina deve ser obtida pela soma
das 4 notas bimestrais da disciplina com consequente divisdo desta soma por 4, ou
entdo, multiplicar cada uma das 4 notas por 1 eentdo soma-las (média aritmética
de quatro valores). 4

Escrevendo

59 6,2 45 5,5
_|66 7,1 6,5 84
86 68 78 9,0
6,2 56 59 7,7
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temos que M é uma matriz de ordem 4 x 4 entdo, para proporcionar uma soma
dos elementos de cada linha divididos por 4 (média aritmética anual de cada
disciplina) temos que multiplicar a matriz M por uma matriz ordem 4 x 1. Sendo
assim, a matriz procurada estd na alternativa “e”.

Multiplicando a matriz M pela matriz dada na alternativa “e” obtemos:

1] [59+6,2+4,5+5,5

4 4
59 62 45 55||1 6,6+7,1+6,5+8,4 5,5
66 7,1 65 84|44 4 171
86 68 7,8 9,0||1| |8,6+68+7,8+9,0/ |8,0
62 56 59 7,74 4 6,3

1| |62+5,6+59+77

4] | 4 |

Sendo assim, as médias anuais foram: Matemadtica = 5,5; Portugués = 7,1;
Geografia = 8,0 e Histéria = 6,3.

Exemplo 3: Em um campeonato de futebol obteve-se o seguinte resultado referente
aos quatro times que disputaram a competicao:

| vitéria__|__Empate | _perrota

TimeA 2 0 1
Time B 0 1 2
TimeC 1 1 1
Time D 1 2 0

Pelo regulamento do campeonato vale a seguinte tabela de pontuagao:

Vitéria 3 pontos
1 ponto
Derrota 0 pontos

Qual foi a classificagdo de cada um dos quatro times no final do campeonato?

Para solucionar este problema devemos realizar uma operacao de multiplicacdo
de matrizes:

2 0 1 1
1

o 1 2 2
788 —

1 1 1 1
1

1 2 0 0
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Assim, a classificacao final foi: em 1° lugar o Time A com 6 pontos, em 2° lugar o
Time D com 5 pontos, em 3° lugar o Time C com 4 pontos e em 4° lugar o Time B
com apenas 1 ponto.

«\y ATENGAO:
Sugerimos que sejam efetuadas as atividades numeradas
de 11 a 16 deste capitulo, uma vez que tais atividades sao
referentes as operacoes com matrizes.
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1.3
MATRIZ INVERSA

Dada uma matriz quadrada A, se existe outra matriz B que verifique AB=BA=1 (onde
I é amatrizidentidade), entao dizemos que B é a matriz inversa de A e representamos
por A”. Sendo assim, se A’ é ainversa da matriz quadrada A teremos AA=A7A=1.

Se a matriz A é invertivel, sua inversa é Gnica. Se A ndo admite inversa, diz-se
que A é singular.

Exemplo: Dadas as matrizes Az(; i ) e B=
1

inversa da outra.

3
2 , verifique se uma é
2

Para realizar a verificacao temos que multiplicar as matrizes e verificar se o
resultado consiste em uma matriz identidade.

o A R .
* Y S a2 2(%)+4(‘71) 0 1)

o

Portanto, neste caso, a matriz B € inversa da matriz A. Podemos denotar B =A".
Ainda, por definicao, podemos verificar que a matriz A é inversa da matriz B, uma
vez que

3

5 3 —2(1)+2(2)  —2(3)+2(4)
me| %(i i)z 1(1)+(_;)(2) 1(3)+(—;)(4) :(3 2)=12.

1.3.1. Calculo de uma Matriz Inversa

De acordo com a definicao, para determinar a matriz inversa de uma matriz quadrada
Ade ordem n, basta descobrir uma matriz Btal que a multiplicac@o entre elas tenha
como resultado uma matriz identidade de ordem 7.

Uma maneira de determinar a inversa de uma matriz é através da multiplicacao
da matriz dada por uma matriz genérica, promovendo ainda a igualdade desta
multiplicacdo a uma matriz identidade.
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Exemplo: Calcule a inversa da matriz A :( g i) .

a b

Procuramos A~} =( d) tal que AA’=I,, entdo, substituindo as expressoes
c

de cada uma das trés matrizes obtemos

3 2)fa bj_(1 O
5 4/\c d 0 1
Realizando a multiplicacdo das matrizes do lado esquerdo ficamos com

3a+2c 3b+2d — 1 0
5a+4c 5b+4d 0 1

Por igualdade de matrizes chegamos a dois sistemas lineares:

3a+2c=1 3b+2d=0
5a+4c=0 |5b+4d=1

cujas solucdes resultam em: a=2, b=-1e d:% . Portanto, concluimos que

INTERATIVIDADE:!

O software GeoGebra permite a obtencao de matrizes
inversas, basta inicialmente definir a matriz (neste exemplo
digitar A={{3, 2},{5, 4}} no campo de entrada e teclar “enter”)
e em seguida digitar o comando correspondente ao cdlculo
da matriz inversa de A (digitar o comando MatrizIlnversa
A no campo de entrada, seguido de “enter”). Na Figura
9 a matriz A e sua inversa, denotada automaticamente
pelo software por matrizl (pois nao foi atribuida uma
denominacao especifica).
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Figura 9 - Matriz Inversa

7 GeoGebra - [m] x
Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A N o a2 ENc
[a]l AL P @) 40N =2 ) oo
» Janela de Algebra %] | » Janela de Visualizagé b
Lista
/ 3 2
(32
A={s5a)
¢ 1y
matizt = (_, 2 1) 1

Entrada: v

Fonte: Autores

1.3.2. Dispositivo Pratico para Calculo de
Matriz Inversa de Ordem 2x2

. . . a, a
Seja A uma matriz de ordem 2 x 2, ou seja, A:( 1 12), Se a,,a,,—a, a,,#0,
entdo a matriz A é invertivel, e nesse caso ay Oy

1 1 a —a
Al= 2 12|
Ay dyp—dy dyp\—a,;,  day

Se a,,a,,—a,, a,,=0 entdo a matriz Ando é invertivel.

Exemplo: Calcule a matriz inversa da matriz A :[; g]

Temos d; Ay, —dy, 0122(2)(5)_(2)(3)2 10—6=4+#0 portanto a matriz A é
invertivel. Pelo dispositivo pratico

Al= 1 ay —ap
Ay —Adyndp\—a,, a4y

sendo assim

ou seja
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e finalmente obtemos

5 =3

a4 a4
A 1

-1 1

2 2

Para ter certeza que a matriz obtida corresponde a matriz inversa de A, temos
que verificar se o produto das duas matrizes resulta na matriz identidade. De fato:

o3 2L e o
B M N
")y ATENGAO:

Sugerimos que sejam efetuadas as atividades numeradas
de 17 a 23 deste capitulo, uma vez que tais atividades sao
voltadas ao calculo de matrizes inversas.
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Atividades - Unidade 1

1) Formular a matriz quadrada A, de ordem 2, cujos elementos que compdem a
referida matriz sao definidos pela lei de formagao a,= 3i—].

. . i+j,i=j
2) Seja a matriz A:(al.].)&,X ,talquea ij:[ .21 ) .J , calcule a soma dos elementos
a.,a _ea. . r,1%]

13" 22 34

3) Determine a soma dos elementos da diagonal principal com os elementos da
diagonal secundaria da matriz A:(aii)gxg em que a,=3 + 3i—].

4) Determine a soma dos elementos da matriz linha de ordem 1x5 que obedece
alei de formagao dada por a,= 213-4].

5) Se uma matriz quadrada A é tal que A’=-A4, ela é chamada matriz antissimétrica.
Sabe-se que M é uma matriz antissimétrica e:

4+x a, ag,
M=l x y+2 a,
y z 2z-8

Assim, os termos a@_,, a,ea, da matriz M devem valer respectivamente:

a)-4,-2e4
b)4, 2e-4
c)4,-2e-4
d)2,-4e2

e22e4d

6) Escreva a matriz diagonal:

a) de ordem 3, em que a,= 2+ jpara i = .
b) de ordem 4, em que a;= 3i—jparai=j.

7) (Vestibular 2011-UFSM)
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O diagrama dado representa a cadeia alimentar (simplificada) de um determinado
ecossistema. As setas indicam a espécie de que a outra espécie se alimenta. Atribuindo
valor 1 quando uma espécie se alimenta de outra e zero, quando ocorre o contrario,
tem-se a seguinte tabela:

|__urso___| _EsQuio | _INSETO PLANTA
0 1 1 1

URSO
ESQUILO 0 0 1 1
INSETO 0 0 0 0
PLANTA 0 0 0 0

A matriz A= (alj) o aSSOciada a tabela, possui a seguinte lei de formagao:

J

a) a;= O’Se’ZZJ_'b)a.: 0,se1:=1.' 0 a;= 0,se1:sJ:d)aij= 0,se¥‘;t]:
1,sei<j 1,sei#]j 1,sei>j 1,sei=j

8) Determinar ae b para que as matrizes 6a+4b 4 e(14 4 sejam iguais.
6a—6b) \4 —6

9) Seja A= (al.].) uma matriz quadrada de ordem 2 tal que a,= 2i+ 2j. Determine a,

b, ce dpara que se tenha
3a—2b 2c+4d

a+2b 3c+d )—A

10) Uma empresa é formada por 4 lojas de jogos educativos, numeradas de 1 a 4.
A matriz a seguir apresenta o faturamento (em reais) de cada loja nos 3 primeiros
dias de marco:

1.850 2.020 1.700
1.400 1.650 1.620
2.010 2.100 2.300
2.100 2.120 2.000

Cada elemento a; dessa matriz é o faturamento da loja i no dia j.
a) Qual foi o faturamento da loja 2 no dia 3?

b) Qual foi o faturamento de todas as lojas no dia 2?

¢) Qual a maior fatura? Em que dia? E qual a loja?

d) Qual a menor fatura? Em que dia? E qual a loja?

11) Dadas as matrizes A= 2 -1 , B= 5 0 1 eC= 4 _8). Determine
p 0 1 2 —1 -3 1 0
se possivel:

a)2A + C b) AB
c) B+C d) BC
e) A-3C)B f) A2
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12) Em uma padaria s@o preparados trés diferentes tipos de salgados, sendo que na
preparacao destes produtos sao usadas porcoes de quatro ingredientes conforme
indicado na tabela a seguir:

|__ovo | _FARINHA__| _AcGcAR CARNE
3 6 1 5

PASTEL
EMPADA 4 4 2 2
QUIBE 1 1 2 6

Os precos dos ingredientes constam na tabela abaixo:

PRECO DA PORGAO (R$)

ovo 0,20
FARINHA 0,30
AGUCAR 0,50

CARNE 0,80

Qual, entao, deve ser o preco base de venda de cada salgado?
13) Uma matriz quadrada A é dita idempotente se A? = A. Verifique se a matriz

-2 2]..
A= e
[ 3 3 ] é idempotente.

14) Considere as matrizes

-1 1 3 -1 8 1
A=l 8 3 -5|eA’=[1 3 =2
1 -2 7 3 -5 7

Qual € o tipo correspondente a matriz A + AT?

15) Uma empresa fabrica notebooks de modelos A, B e C, conforme mostra o
Quadro A, e os custos e lucros de cada notebook estdo representados no Quadro B.

QUADRO A QUADRO B
[ weswoorio | A | 8|
JANEIRO 2 1 4 A 1000 0
FEVEREIRO 0 0 1 B 2000 1000
MARCO 4 5 2 [of 3000 2000

Com base nestes quadros, qual foi o custo e o respectivo lucro para cada més?
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16) Uma empresa de motos é composta pelas lojas Ae B. Ao realizar uma pesquisa de
aceitacao de dois novos modelos de motos nos 5 primeiros dias do més de dezembro,
foram obtidos os seguintes resultados:

A=(1 3 2 4 B=(2 1 2 1
32 05 0 3 2 3
Sendo que:
¢ a matriz A descreve o desempenho da loja A, de modo que cada elemento a, éo
ntmero de unidades vendidas do modelo i no dia j;

 a matriz B descreve o desempenho da loja B, de modo que cada elemento bl.]. éo
numero de unidades vendidas do modelo i no dia j;

12) Qual loja vendeu um ntimero maior de motos de um determinado modelo?
Qual o modelo? Quantas?

22) Como poderiamos representar, matricialmente, a quantidade vendida desses
dois modelos, nas duas lojas, nos cinco primeiros dias de dezembro?

33) Como poderiamos representar, matricialmente, o desempenho da loja A em
relacdo a loja B?

2

17) Verifique se a matriz A=( _35) é a matriz inversa da matriz B:(3 5).

1 2

18) Utilize o software GeoGebra para calcular a inversa da matriz M =

N W
— NN
== O

19) Dadas as matrizes AZE i] e B:[ i ﬂ, calcule a expressao AB — 6A7.

20) Quais dos itens seguintes apresentam matrizes inversas entre si?

4
2 A:@ 3)eB:g -1
2 5
0 1
_[(3 4 _
b)A_(l O)GB l __3
4 4
1 0 O
1oy [-1, 1
cA=[1 3 1|eB=| 2 2
120 |1, -3
2 2
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Respostas das atividades

1)A:(2 1)
5 4

2) Soma dos elementos a,a,ea, resulta em 14.

a

22 a

33 a

3) Soma dos elementos a -

w a,,e a,resulta em 42.

4) Soma dos elementos de A resulta em -50.

5) Alternativa b.
2 0 0 0
g g 8 0400
G’a)o Ogb)oo 6 0
0 0 0 8
7) Alternativa a.
8) a=1 e b=2.
9) a= E, b= E, c= §, d:§
2 4 5 5

10) a) R$1.620,00.
b) loja 1: R$2.020,00; loja 2: R$1.650,00; loja 3: R$2.100,00 e loja 4: R$2.120,00.
¢) R$2.300,00; terceiro dia; loja 3.
d) R$1.400,00; primeiro dia; loja 2.

(8 —10
ll)a)2A+C—(1 5 )

(8 1 5
b)AB—(2 1 _3)

c) Nao é possivel, pois Be Cnao tém a mesma ordem.
d) Nao é possivel, pois o nimero de colunas da matriz Bnao é igual ao nimero
de linhas da matriz C.

—4 -23 —79)

e) (A—3C)B=(_13 I

f) A= 4 -3
0 1
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12) Amultiplicagcdo das duas matrizes nos dard o preco base (custo) de cada salgado.
Assim, temos:

0,20

3 6 1 3 5,30
0,30

4 4 2 2 . = 4,60
0,50

1 1 1 &6 5,80
0,80

Portanto, o preco base (sem prejuizo) de cada salgado deverd ser: Pastel: R$ 5,30;
Empada: R$ 4,60 e Quibe: R$5,80.

_|(=2)(=2)+(2)(=3) (=2)(2)+(2)(3)

e ﬂ‘[(—a)(—zmsn—s) (—3)(z)+(3)<3)]

portanto a matriz € idempotente.

13)A2:[

14) Temos que a matriz A + A" é simétrica.

15) Custo Lucro

16.000 9.000
3.000 2.000
20.000 9.000

16) 12) Loja A; modelo 2; 5 unidades.

29 avpe(3 4 4 5)
3 5 2 8
3yA—p=("1 2 0 3}

3 -1 -2 2

17) Sendo que BA = Iz, temos que a matriz B é a inversa da matriz A.

18) Pelo software GeoGebra obtemos:

-1 2 =2
M'=|1 -1 1
1 -3 4

199 AB—6A'=(0 8],
6 4

20) alternativas b e c.
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21) x#4.

w4

22) B—1 —

|
(=Y
|
wInN w|u_|

1 _[12 48
2A+2AB '= )
23)2A+2AB [20 54]
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DETERMINANTES







INTRODUCAO

o estudo das matrizes definimos que uma matriz quadrada é aquela que

apresenta o mesmo nimero de linhas e de colunas, ou seja, que é uma

matriz de ordem n x n. Nesta secdo veremos que a toda matriz quadrada
estd associado um niimero denominado “determinante”.

Héregras e propriedades que especificam as formas de célculo de um determi-
nante, e estes topicos serdo abordados ao longo deste capitulo, juntamente com
algumas aplicacdes dos determinantes, que abordam, por exemplo, o calculo da
drea de um tridngulo situado no plano cartesiano, quando sao conhecidas as coor-
denadas dos seus vértices. Uma outra aplicacao dos determinantes estd associada a
resolucdo de alguns tipos de sistemas de equacoes lineares, tema que estudaremos
no préximo capitulo deste livro.

Faremos neste capitulo uma grande abordagem das propriedades dos determi-
nantes, que ao serem aplicadas em meio aos célculos nos auxiliam em simplificacoes
e muitas vezes acabam até mesmo nos permitindo a dispensar o processo algébrico
utilizado para calcular um determinante.

Para calcular determinantes também teremos a oportunidade de usar o software
GeoGebra, que nos permite a verificacdo de resultados e agiliza célculos que se
fossem realizados a mao demandariam bastante tempo.

Ainda, nas aplica¢des que abordam a resolucdo de problemas de determinacgao
da drea de tridngulos por meio de determinantes, além da verificacao de resultados,
também teremos a possibilidade de elaborar graficos no software GeoGebra. E a
elaboracao de graficos de tridngulos no plano cartesiano via software GeoGebra
também vai nos possibilitar confrontar os resultados obtidos nos calculos de area.
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2.1
CALCULO DE UM DETERMINANTE

Iniciaremos este capitulo estudando as formas de cdlculo de um determinante de
acordo com a ordem da matriz associada. Abordaremos matrizes de ordem 1, de
ordem 2, de ordem 3 (Regra de Sarrus) e também de ordem maior que 3 (conhecido
Teorema de Laplace).

2.1.1. Determinante de uma Matriz de Ordem 1

Dada uma matriz quadrada de ordem 1, ou seja, que apresenta uma linha e uma
coluna, o seu determinante € o préprio elemento a,,.
Assim, se A= (a,,) entdo det (A) =|a,,|=a,,

(@) ATENGAO: Representamos o determinante de uma matriz
entre duas barras verticais, que nao tém o mesmo significado
de médulo.

Exemplos:
A=(2) entdo det (A)=|2|=2.
B=(-5) entdao det (B) = |-5|=-5.

2.1.2. Determinante de uma Matriz de Ordem 2

Dada uma matriz de ordem 2, o seu determinante é o ntimero real obtido pela
diferenca entre o produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos
elementos da diagonal secunddria (GIOVANNI; BONJORNO; GIOVANNI JR., 2002), OU Seja:

Diagonal secundéria

a a

Diagonal principal
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Exemplos:
1) Calcule o determinante da matriz de ordem 2, cujos elementos sdo dados

por: a,=21i+].

Observamos que a matriz A=(§ g) ,logo
3 4
det (A)= =3(6)-5\4)=-2.
et ()= 3=a)-sla)

1 x
x =2

2 X
3 -3

2) Resolva a equacao

Desenvolvendo cada determinante obtém-se:

—6-3x=—2—x"
x*—3x—4=0
X=4 ou x=-—1
S=[-1,4]

2.1.3. Determinante de uma Matriz de Ordem 3
(Regra de Sarrus)

Dada uma matriz de ordem 3 (ou seja, estamos tratando de uma matriz quadrada
que apresenta trés linhas e trés colunas), o seu determinante pode ser obtido
utilizando uma regra pratica denominada regra de Sarrus (GIOVANNI; BONJORNO;

GIOVANNI JR., 2002).
Para proceder a aplicagdo da regra de Sarrus vamos considerar a matriz:

a,; 4a;; daj;
A= y; Ay Ay
3 4z dgzy

Inicialmente temos que repetir a 12 e a 22 coluna a direita da matriz A, conforme
especificado abaixo. Observe que neste caso vamos repetir a 12 e a 22 coluna da
matriz somente para viabilizar a aplicacdo da regra de Sarrus, uma vez que a matriz
A continua sendo originalmente de ordem 3 x 3.
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a,, a;, d;3 d; dgp
Ay dy dy; Ay 04y

dz dzp dzz dyp Ay

Depois de repetidas as duas colunas, a regra de Sarrus estabelece que devemos
seguir os tracos diagonais especificados pelas setas e efetuar as multiplicacdes dos
referidos termos posicionados em cada seta. Entdo, temos que conservar o sinal do
produto correspondente a diagonal principal e dos outros dois produtos obtidos
nas setas paralelas a diagonal principal, bem como temos que inverter o sinal do
produto provindo da diagonal secunddria e dos outros dois produtos obtidos nas
setas paralelas a diagonal secunddria.

Inverter os sinais

destes trés produtos

Conservar os sinais

destes trés produtos

Ou seja, pela Regra de Sarrus temos:
det (A ) =010y, A3+ Ay, Ay3A 310305 A3 — Az Ay, A3~ 35 Ay3 Ay~ A33A5, Ay

Exemplos:
3 9 7
1) Calcule o determinante da matriz A=| -2 4 5
-1 8 10

Pela regra de Sarrus, repetindo as duas primeiras colunas a direita da matriz A
obtemos:

E assim

det (A)=(3)(4)(10)+(9)(5)(—1)+(7)(—2)(8)—(—1)(4)(7)—(8)(5)(3)—(10)(-2)(9)
det (A)=120—45—112+28—120+180

det (A)=51
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2) Qual o valor de x que satisfaz a equagao

=X =
O =N
N X W
I
—
—
~N

As barras verticais em torno da matriz significam que devemos efetuar o cdlculo
de um determinante. Assim, repetindo a 12 e a 22 coluna a direita da matriz dada
obtemos

e efetuando o célculo do determinante pela regra de Sarrus chegamos a equagao:

(D) + 2)x)() + (3)x)(0) - (DM)(3E) - 0)(x)(D2)x)(2) =11
2+2x-3-4x=11
x=-6

Portanto:
S=(-6)

2.1.4. Determinante de uma Matriz de Ordem
Maior que Trés (Teorema de Laplace)

Antes de estudarmos o Teorema de Laplace, usado para calculo de determinante
de uma matriz de ordem maior que trés, vamos definir o que é um cofator.

Cofator: Dada uma matriz A = (al.f.), quadrada de ordem 17, com n€ Nen>2
denominamos cofator de a;o produto de (-1)* pelo determinante Dij da matriz
que se obtém quando se retira de A a i-ésima linha e a j-ésima coluna. O cofator
de a, serd indicado por Cy

C,=(—1)"'D,

)

a; a4, dag;
Por exemplo, considerando a matriz, A= a, G, Gay ,de ordem 3, teremos

a3 dzp Ay

o cofator na forma:

e sendo D,, o determinante da matriz resultante da eliminagdo da 22 linha e 12
coluna da matriz A escrevemos
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ou seja:
C21:( 1)2+1(012033_ 032013)
Exemplo:
3 9 7
Dada a matriz A=| -2 4 5 |.Calcule os cofatores C,, C,,e C,,.
-1 8 10
+14 5
C — _1 1+1
M

Teorema de Laplace: Considere a matriz A = (¢ alj) quadrada de ordem 7, com n€ N
e n> 2o determinante dessa matriz € igual a soma dos produtos dos elementos de
uma linha (ou de uma coluna) qualquer pelos respectivos cofatores. O teorema de
Laplace pode ser utilizado para célculo de determinante de matrizes (quadradas) de
qualquer ordem, diferentemente da regra de Sarrus que somente pode ser utilizada
no célculo de determinantes de matrizes de ordem 3.
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a; 4, dgp
Veja como calcular o determinante de uma matriz A= a,, G, 0y pelo
teorema de Laplace escolhendo a 12 linha: .. d.. d
31 Uz U

det (A):au Cu+a,C+a;Ch,

det (A):au (=)™ D11+012(_ 1)1+2 D12+‘113(_ 1)1+3 Dy

det (A):an(_l)Z @22 023"'012(_1)3 G a23+a13(_1)4 Qu
s ds az; ds3 a3 dzp
Exemplo:
3 9 7 1 -1 0 2
Calcule o determinante das matrizes A= —2 4 5 eB=(2) 2 é g
usando o teorema de Laplace. -1 8 10
3 2 6 8
Escolhendo a 32 linha da matriz teremos:
det (A)=a31(—1)3+1 a, d; +032(_1)3+2 a,;, dg +033(_1)3+3 a,; a,
Ay Ay ay Qy az day
—(_1\(_14[9 7 _45| 3 7 _ 463 9
det (A)=(-1)-1) Thele)-17] 3, Zetrol-1r] 3, )

det(A)=(—1)(1)[45—28]+(8)(—1)[15+14]+(10)(1)[12+18]
det(A)=—17-232+300
det (A)=51

No caso da matriz B, o célculo do determinante se torna mais rapido se escolher-
mos a 22 linha para aplicacdo do teorema de Laplace, uma vez que dois de seus
elementos sao nulos (a,= Oe a,,= 0) e assim tornam nulas duas multiplicacoes
do célculo do determinante.

alZ a13 a14 all a13 al4 all alZ a14 all alZ al3

det (B):a21(_1)2+1 +azz(_1)2+2 +a23[:_1)2+3 a; 4y dyy +a24(_1]2+4

Ay Ay Ay

a3 Az Oy
Ay dyp dg

a3 Ay Ay
Ay Ay Ay

A3 Q33 Ay
Ay Qg3 Ay

det (B)=0+0+(1)(—1F

sendo que ainda temos que calcular dois determinantes de ordem 3, o que pode
ser efetuado, por exemplo, pela regra de Sarrus, e assim
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detB=(-1) 2 1 +(4) 2 1

detB=(-1)[8-9+8—-6-6+16]+ (4)[6-15-0-0-10+12]
det B=-11-28=-39.

INTERATIVIDADE:

Podemos conferir o valor obtido para o determinante da
matriz B através do software GeoGebra. Primeiramente
temos que definir os elementos que constituem a matriz
B, ou seja, digitar no campo de Entrada o comando B={{1,
-1, 0, 2}, {0, 0, 1, 4}, {2, 1, 5, 3}} e em seguida digitar o
comando especifico para cdlculo do determinante da matriz
B, ou seja, Det=Determinante (B). Na Figura 10 podemos
visualizar a confirmacao da resposta na Janela de Algebra.

Figura 10 - Calculo de Determinante

% GeoGebra - O e
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
RILAECICE N =]
* . [ ! ! ! ! . —- | @ %
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagho o
Lista
1 -102
0 014
B =
2 153 3
3 26 8
Nimero 1
Det=-39 q
3 2 1 o 1 2 3
-1
< >
Enfrada | @

Fonte: Autores
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2.2

APLICACAO DO CALCULO
DE DETERMINANTES

Sendo que ja estudamos as regras que nos possibilitam efetuar calculos de
determinante, passaremos agora a utilizar este conceito na determinacdo de areas de
regides triangulares. Esta é uma importante aplicacao do célculo de determinantes,
que integra as reas de Algebra e Geometria.

2.2.1. Area de uma Regido Triangular

Se pretendemos calcular a drea de um tridngulo, podemos utilizar apenas as
coordenadas cartesianas dos vértices que definem esta regido triangular. Se
denotarmos os trés vértices do tridngulo por A= (x,, y,), B= (x,, y,) e C= (x, y,),
entdo o célculo da drea do triangulo ABC pode ser obtido pela expressao:

1 Xl yl ]‘
S=§]D] onde D=|x, y, 1
X3 Yy 1

Note que o parametro D corresponde ao determinante da matriz que contém
as coordenadas dos vértices do tridngulo ABC. Observe também que na expressio
para o célculo da drea do tridngulo ABC o parametro D estd em moédulo, ou seja,
usaremos o seu valor absoluto por se tratar de um célculo de area, que deve resultar
em um valor positivo ou nulo (o valor correspondente a drea serd nulo quando os
trés vértices estiverem alinhados). Na Figura 11 temos um esboco de um tridngulo
com vérticesem A= (x,y,), B=(x,, y,)e C= (X, ¥y)-

Figura 11 - Triangulo ABC

*
¥
yz E=[’Xl,_||';}
¥
A=, ) _
vl C=(x,. ¥,)
* LS X3 ’

Fonte: Autores
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Exemplo:

Determine a drea do tridngulo definido pelos vértices A= (1,2), B=(3,5)e C=(5,
1). Para realizar este calculo teremos que determinar primeiramente o parametro
D, sendo que na sequéncia vamos avaliar

1 X1 Y1
S:E|Dl onde D= X, Y,
X3 Y3

Entao, substituindo os valores das coordenadas dos vértices A= (1, 2), B= (3,
5)e C= (5, 1) temos:

[l
ua W =
_ Ul N
[l il

e utilizando a regra de Sarrus:

D=3 5 D=5+10+3—-25—-1-6

)// T, D=—14

portanto:

1 1
=—|—14| = =(14)=7u.a.
s=1-14] = 2 14)
Ou seja, o valor correspondente a drea da regido triangular situada entre os
vértices A= (1,2), B=(3,5)e C=(5,1)¢é 7 u.a. (unidade de 4rea).

INTERATIVIDADE:

A veracidade do valor obtido (através do cdlculo de um
determinante) para a drea do tridngulo ABC pode ser
constatada no software GeoGebra. Para elaborar tal figura no
software GeoGebra temos que informar as coordenadas dos trés
vértices (ou seja, no campo de entrada do GeoGebra digitar as
coordenadas dos trés pontos A= (1, 2), B= (3, 5) e C= (5, 1)),
em seguida devemos usar o comando “Poligono” (no 5° icone)
para circundar os trés pontos (observe alocalizacado do comando
“Poligono” na Figura 12 e o poligono ABCja esbogado na Figura
13). Finalmente, usando o comando “drea” (no 8° icone), devemos
clicar sobre o poligono ABC (observe selecdo do comando “Area”
na Figura 14). O valor referente a drea do tridngulo ABC sera
informado na Janela de Visualiza¢do e na Janela de Algebra do
GeoGebra (verifique na Figura 15).
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Figura 12 - Comando “Poligono”

7 GeoGebra - [m] hd

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

B EE®) S (ol () L
» Janela de Algebra b X
~ Ponto 8

o A-nm @ Poligono Regular

Poligono Rigido
Poligono Semideformavel 4

c
4 -3 2 1 1
Entrada ¥ ‘ @
Fonte: Autores
Figura 13 - Circundando os vértices com o comando “Poligono”
€7 GeoGebra - [m] X

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

el AL O]O]AllN= )

» Janela de Algebra [ | » Janela de
~ Ponto &

— C
PO A - :
Entrada: i ‘ ]
Fonte: Autores
Figura 14 - Sele¢ao do comando “Area”, no 8° icone e 4° comando
%7 GeoGebra - ml X
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
® (BEWE-2
v : : @ £
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visu . )
Angulo
~ Ponto
- @ A={1,2) R
® B=(3,5) Angulo com Amplitude Fixa
® C=(51
~ Segmento
® a=447 Distancia, Comprimento ou Perimetra
~@ Db=412 \
~  Tridngulo
~@ poit =7 Inclinacio o
Lista
Relacdo — c
i 3 Inspetor de Fungies
Entrada: | @

Fonte: Autores
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Figura 15- Area do tridngulo ABC calculada pelo GeoGebra

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBies Ferramentas Janela Ajuda

m]

Entrar.

*

SNl

(= |E=1

@

1%

| (823 [0)

» Janela de Algebra » Janela de

D¢

Ponto

® A=(1,2)
® B=(3,5
® Cc=(51)

Segmento
® a=447
® b=412

® c=361
Texto .
@ Texiopoll = “Area de ABC:

/

C

Tridngulo
® pol=7

|i\rea de ABC =7

A

—

< > | & -3 2

Entrada:

ar

Fonte: Autores
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2.3

PROPRIEDADES
DOS DETERMINANTES

12 propriedade: Se todos os elementos de uma linha ou coluna de uma matriz
quadrada forem nulos, o seu determinante sera zero.

7 7
5 |, entdo det (C)= 5 |=0.
10

Exemplo: Se C=

=2 @ @
oo~ ©
oS O O
o ~ ©
[EN

0

22 propriedade: Se os elementos correspondentes de duas linhas (ou de duas
colunas) de uma matriz quadrada forem iguais, seu determinante serd nulo.

3 9 7 3 9 7
Exemplo:Se E=|/3 9 7 |, entdodet (E)Z 3 9 7|=0
-1 8 10 -1 8 10

32 propriedade: Se uma linha (ou coluna) de uma matriz quadrada for combinac¢ao
linear de outras linhas (ou colunas), seu determinante sera nulo.

3 2 3
Exemplo: Dada a matriz A;=|—-3 5 —2|em que a terceira linha é a soma
0o 7 1

da primeira com a segunda linha, ou seja, a terceira linha € uma combinacao linear

3 2 3
da primeira com a segunda linha, logo det( A1) =|-3 5 —2/=0.
0 7 1

42 propriedade: Se uma matriz quadrada possui duas linhas (ou colunas)
proporcionais, seu determinante serd nulo.

5 4 1 5 4 1
Exemplo:Se B=| 2 7 3], entdodet (B)z 2 7 3|=0,umavezquea3?2
10 8 2 10 8 2

linha é proporcional a 12 linha (L3:2L1).

52 propriedade: O determinante de uma matriz quadrada é igual ao determinante
de sua transposta.
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Exemplo: Sendo A= temos det (A)= -5 e para A=

N A=
W wnN
N W
W N =
N WA
U W N

também teremos det A= 5.

62 propriedade: Se trocarmos de posi¢do entre si duas linhas (ou duas colunas) de
uma matriz quadrada, o determinante da nova matriz é o oposto do determinante
da primeira matriz.

Exemplo: Se M = ,temos que det (M)=9+20+6-24—-45-1=-35.

A=W
W W -
= U1 N

Agora, trocando as posi¢oes da 12 e 32 coluna de M obtemos a matriz N =

W~
= W W
N Ul =

sendo que det (N)=24 + 45 + 1 -9 —20 - 6 = 35 que é o oposto do det (M).

72 propriedade: Se multiplicarmos todos os elementos de uma linha (ou de uma
coluna) por um ndamero real k, entdo o determinante da nova matriz é o produto
de k pelo determinante da matriz inicial.

2 -3 1 6 -9 3
Exemplo: A=|0 5 2|,det(A)=—2eB=|0 5 2|, entdodet (B)=
2 0 2 2 0 2

3(=2) =-6.

82 propriedade: Se todos os elementos de uma matriz quadrada situados de um
mesmo lado da diagonal principal forem nulos, o determinante da matriz serd
igual ao produto dos elementos da diagonal principal.

-2 3 5
Exemplo: Dada amatrizquadra N=[ 0 9 7|,temos que o determinante
0 0 8

damatriz N (denominada matriz triangular superior) corresponde a multiplicacao
dos temos de sua diagonal principal: det (N)= (-2)(9)(8)=— 144

92 propriedade: Se uma matriz quadrada M de ordem 7 é multiplicada por um
numero real k, o seu determinante fica multiplicado por k " isto é:

det(kM ) = k'detM .
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3 —4
(de ordem 2) pelo ntimero real 3 temos:

3A:((3)(2) (3)(5))):(8 15)

3)3) (3)-4) o 12

Exemplo: Seja A=( 2 5 ) com detA= — 23. Multiplicando esta matriz

Assim, pela 92 propriedade dos determinantes temos que det(3 A) serd igual ao
det (A) multiplicado por 32, ou seja:

det(3A) =(32%)(=23)=-207
e de fato temos:
det (3A) = (6)(-12)-(9)(15) =-72-135=-207.

102 propriedade (Teorema de Binet): Sendo A e B duas matrizes quadradas de
mesma ordem e ABa matriz-produto de A por B, entdo det (AB) = det(A) det(B).

) -4 2 2 3
E lo: S = , det (A) =4 = ,det (B)=-13
xemplo: Sejam A ( g 5) et (A) eB (7 4) et (B)
Temos que:
_[(—4 2)\[(2 3\_[6 —4
AB_(—B 5)(7 4)_(19 —4)
Logo:

det (AB) = (6)(-4)-(19)(-4) = 52

Contudo, este mesmo resultado podemos encontrar usando a 102 propriedade
dos determinantes, ou seja:

det (AB) = det (A) det (B) = (-4)(-13) = 52.
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2.4

DETERMINANTE
DE UMA MATRIZ INVERSA

No estudo das matrizes vimos que A A’ = I, sendo a matriz A inversade Ae [ a
matriz identidade, todas de mesma ordem.
Assim, darelacdo A A' = Ipodemos escrever det (A A™) = det(I). Mas como det
(I )=1paratodon € N, escrevemos entdo que det (AA')=1.Aplicando o teorema
de Binet (102 propriedade dos determinantes) escrevemos
det (A) det (A1)=1
e supondo podemos concluir:

1
det(A)

det(A™!) =

Se det (A)= 0, nao existira matriz inversa.
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Atividades - Unidade 2

1) Calcule o valor dos determinantes:

325 104 25 2o 4 Js o

ol4 1 3|d - f) -
“¢2(23402—5402—54
13 -4 3 1 3 -4 3

2) Na equacao a seguir, envolvendo determinantes, encontre os valores reais de x.

2 0 0]]0 x 1
1 —1 0+|/3 3x 0|=14
2 7 x|l |-3 x 2

3) Sendo A-B o produto das matrizes AZ(; i) e B=(; g), calcule o valor

(ou valores) de x € R para que o determinante de A-B seja nulo.

4) Determine o conjunto solugdo das equacdes, aplicando a regra de Sarrus:

5 x 3 -3 4 x
a3 -3 2|=0 b)f6 0 0[=0
2 7 1 4 2 3

5) Resolva as equacgoes

4

- 2 0

5

o [3(x-1) —(x—B)‘:O b |3 x x[=0
x+3 x+1

0 3 >

4

6) Calcule os determinantes aplicando as propriedades. Indique a propriedade
utilizada.

390 222g2gg 3 5 g |1 2 438
a2 7 079 8¢ dl-3 -4 29> 6 79
140 22 833 0y 1 g [3-223

9 2 4 3 8 8 5 6
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7) Obtenha a matriz A de ordem 3 definida por:
i+j,i>j
a;=1 % i=j
j=ii<j
e calcule o determinante desta referida matriz.

8) Observe os tridngulos esbocados nos graficos a seguir. Através do cdlculo de
determinantes, estabeleca o valor correspondente a drea de cada regido triangular.

a) ! b) EE

9) Calcule a area do terreno cuja forma estd representada na figura abaixo. Esta-
beleca uma posicao para os eixos coordenados e as respectivas coordenadas dos
trés vértices.

10) Calcule a 4area do tridngulo abaixo, em cm?, utilizando determinante. Também
calcule esta mesma area através da formula adequada de Geometria Plana.
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Respostas das atividades
1) a)-5 b)7 c¢)15 d)-52 e)28 f)-136

2) 7
2

3) a)S={4} b)S=(6]
5) )S=(-y/}}, 4} b)s=(-22)

6) a)0 (12 propriedade) b)0O (22 propriedade)
¢)0 (12 propriedade) d)0 (32 propriedade)
e)0 (32 propriedade)

2

1

7NA= e det (A) =100

A W R
Ul o0 =

27

8)a)A=6u.a. b) A:% u.a.

9) A=9 u.a.

10) A= 6 cm?
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SISTEMAS LINEARES







INTRODUCAO

este capitulo faremos um estudo introdutério aos sistemas de equagdes

lineares, iniciando com defini¢des, exemplos e técnicas de resolucao.

O fato de sabermos solucionar um sistema de equacoes lineares torna-se
relevante em funcdo das inimeras aplicacdes préticas que estao associadas a este
contetido de Algebra Linear. Atualmente tais aplicagdes estdo presentes nas mais
variadas dreas, como na Astronomia, Biologia, Computacdo, Demografia, Fisica,
Economia, Engenharia, Geografia, Navegacao, Cartografia, Aviacao, e em muitas
outras.

Vamos trabalhar com exemplos de sistemas de equacdes lineares procurando
estabelecer solucdes algébricas (e também geométricas), usando o software
GeoGebra para conferir nossos resultados. Veremos que a solucdo de um sistema
linear se constitui em um conjunto de valores que satisfaz, simultaneamente,
todas as equacgdes que compdem o referido sistema linear. Também, veremos que
um sistema linear pode ser classificado de acordo com a quantidade de solucdes
que apresenta, sendo assim podemos ter: Sistema Possivel Determinado (quando
admite uma tnica solucao), Sistema Possivel Indeterminado (quando admite
infinitas solugdes) ou Sistema Impossivel (quando o sistema ndo admite nenhuma
solucao). No decorrer do texto estas classificacdes poderdo ser observadas de forma
algébrica e de forma geométrica.

Ao final deste capitulo, dedicado aos sistemas lineares, disponibilizamos uma série
de atividades, com o intuito de promover a aprendizagem dos topicos apresentados
e discutidos no decorrer do texto.
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3.1
EQUACAO LINEAR

Toda equacao da forma ax+aXx,+ax,..ax= b é denominada equacio linear
n n
(ANTON, 2006). Nesta equacdo temos que:

* a,a,,..,a,sao nUmeros reais chamados coeficientes
* X,,X,,X,,...,X,s80 as incognitas
* Dbéotermo independente

Exemplos:

* 3x-2y+ 7z=8 éumaequacao linear, sendo que: 3,2 e 7 sdo os coeficientes,
X, y e zsao as incognitas e 8 é o termo independente.

* 2x+4y?=3 naoéumaequagao linear, pois a incdgnita yapresenta grau 2.

* -3x+ 4y =0 éuma equacdo linear, sendo que: -3 e 4 sdo os coeficientes,
X e ysao as incognitas e o termo independente é nulo.

* 3z=2x-7y+9 éuma equacao linear que ndo estd na “forma padrao”.
Podemos escrevé-la na forma 2x -7y -3z = 9 sendo que: 2, -7 e -3 sdo o0s
coeficientes, x, y e zsdo as incognitas e 9 é o termo independente.

1
J 5 X =5 éuma equacao linear com apenas a incégnita x, com coeficiente

1
Ee com termo constante 5.

A solucdo de uma equacgdo linear com 7 incégnitas é a sequéncia de nimeros
reais ou énupla (a,, @, , o, ,...,a ) que, colocados respectivamente no lugar de x,
X,, X,...,X,, tornam verdadeira a igualdade dada.

Quando o termo independente bfor igual a zero, a equacao linear denomina-se
equacao linear homogénea.

Pela forma como é definida, uma equac¢do é denominada linear quando néo
contém produtos, radicais ou outras fun¢des ndo lineares em suas incégnitas. Em
outras palavras, uma equacao linear é uma equagdo composta exclusivamente
de adicoes e subtracoes de termos que sao constantes ou sdao o produto de uma
constante pela primeira poténcia de uma incognita.
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302
SISTEMAS LINEARES

Na area de Matemadtica, um sistema de equacdes lineares (ou abreviadamente
sistema linear) € um conjunto finito de equacdes lineares aplicadas num mesmo
conjunto, igualmente finito, de incégnitas. A palavra "sistema" indica que as equa-
¢Oes devem ser consideradas em conjunto, e nao de forma individual (POOLE, 2004).
Neste material vamos partir da anélise da situacdo problema para iniciar o estudo
dos sistemas de equagdes lineares.

Situacao Problema: Na lanchonete da ursm/Campus de Frederico Westphalen,
o0s pastéis (de tamanho médio) tém preco tinico e os sucos naturais (copo de 300
ml) também. Um aluno do curso de Sistemas de Informacao pagou R$16,00 por 2
pastéis e 3 copos de suco natural e seu colega pagou R$29,00 por 4 pastéis e 5 copos
de suco natural. Qual o preco do pastel e do copo de suco natural?

Resolucao: Para equacionar esse problema, vamos chamar de:
X — o preco de cada pastel
y— o preco do copo de suco natural

Assim, conforme especificado, no caso do primeiro aluno sabemos que ele
comprou 2 pastéis e 3 copos de suco natural e que pagou R$16,00, portanto, se x é
o preco de cada pastel e y é o preco de cada copo de suco podemos estabelecer a
equacdo linear: 2x + 3y = 16. No caso do segundo aluno, sabemos que ele comprou
4 pastéis e 5 copos de suco natural e que pagou R$29,00, entao, considerando a
especificacao dos precos, podemos escrever: 4x + 5y =29. O preco respectivo de cada
pastel (preco denominado x) e de cada copo de suco natural (preco denominado })
nao se altera de uma situagao para outra, e assim estas equagdes passam a compor
um sistema de equacodes, e devem ser consideradas em conjunto. Entdo, passamos
a escrever o sistema linear:

2x+3y=16
4x+5y=29

Temos, assim, um sistema de duas equacoes lineares com duas incégnitas.
Observe que o sistema linear obtido também pode ser conceituado como um
sistema de equacdes do primeiro grau. Em outras palavras, num sistema linear,
ndo hé poténcia diferente de um ou zero e tampouco pode haver multiplicacao
entre incognitas.
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3.3

SOLUCAO ALGEBRICA
DE UM SISTEMA LINEAR

Nesta secdo estudaremos duas formas de solucdo de um sistema linear, o método
da substituicdo e o método da adicao. Além destes dois métodos que remetem a
célculos algébricos, também faremos interpretacoes geométricas a respeito dos
sistemas lineares, especificamente analisando aqueles que apresentam duas e
trés incognitas.

3.3.1. Método da Substituicdo

Esse método consiste em isolar uma das incégnitas em uma equacao, substituindo
em outra equacao. Assim, obtemos uma nova equagdo com apenas uma incégnita.

Exemplo: Vejamos como este método pode ser aplicado na resolucao do sistema
linear da situacao problema citada anteriormente:

2x+3y=16
4x+5y=29

Resolucao: Isolando a incégnita x na primeira equacao do sistema dado obtemos:

= 16—3y
2

e substituindo esta expressao na segunda equacdo do sistema dado obtemos:

4(16;3y)+5y=29.

Resolvendo a equacado anterior para a incognita y temos:

32-6y+5y=29

-y=29-32
_y =-3
y=3
. oo - __16-3y .
Tendo obtido y = 3, substituimos este valor na equacao x = — e assim
16—
encontramos: x = %(3), ou seja, obtemos y = 3,5.
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Portanto, podemos concluir que o pastel custa R$ 3,50 e que o copo de suco
natural custa R$ 3,00. O par ordenado (3,50; 3,00) é a solucdo do sistema linear.

3.3.2. Método da Adicao

Este método consiste em somar duas equacdes, membro a membro, de tal forma
que se elimine uma das incégnitas. Acompanhe a resolucdo da situacao problema
anterior através do método da adicdo:

2x+3y=16
4x+5y=29

Multiplicando no sistema anterior a primeira equacao por (- 2) obtém-se:
—4x -6y =-32.

Somando esta nova equacdo com a segunda equacao do sistema linear dado
temos:

—-4x-6y=-32
4x +5y=29
_y:_3

eassimy=3.
Agora, para determinar o valor da incégnita X temos que substituir o valor de y
por 3 na primeira equacao:

2x+3y=16 - 2x+3(3)=16 - 2x=16—9 . 2x=7 ﬁng -~ x=3,5.

Logo, o pastel custa R$ 3,50 e o copo de suco custa R$ 3,00. Assim, o par ordenado
(3,50; 3,00) é a solugao do sistema linear.

(@) ATENGAO:

O conjunto de todas as solu¢des de um sistema é chamado de
conjunto solucio (S) ou conjunto verdade (V). No exemplo
anterior S = {(3, 5, 3)}.

De uma maneira geral, denomina-se sistema linear de m equacdes nas nincégnitas
X,X,,X,,..,X atodo sistema da forma:
1 2 3 n

Ay X, A X+ - +0a,, X, =b;
Ay Xy+ Ay X+ - +0,, X, =D,

A, X, +0,,X,+ - +a, X,=b,

emqued, ,a

AT N - bl ,bZ, ...,bmséo nUmeros reais.
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Se o conjunto ordenado de nimeros reais aa, a,, ..,a, satisfaz todas as
equacoes do sistema, é denominado solucao do sistema linear.

Se o termo independente de todas as equacdes do sistema for nulo, isto é,
b,=b,= ...=b, =0, o sistema linear seréd dito homogéneo.

Uma soluc¢do do sistema linear homogéneo

2x—5y+3z=0
6x—2y+4z=0
4x+3y—-2z=0
Sx—3y+7z=0

é(0,0,0) Essasolucdo chama-se solugdo trivial do sistema homogéneo. Se o siste-
ma homogéneo admitir outra solu¢cdo em que as incégnitas ndao sdo todas nulas, a
solucdo sera chamada solucao nao trivial.
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3.4

SISTEMAS
LINEARES EQUIVALENTES

Dois sistemas lineares que admitem o mesmo conjunto solu¢do sao ditos
equivalentes (CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA, 2006).

sdo equivalentes.

Exemplo: Verifique se os sistemas { x—y=1, [3 x—4y=2

2x+y=5 x+2y=4

Resolucao: Vamos inicialmente resolver o primeiro sistema. Isolando a incégnita
Xna primeira equacdo obtemos X = 1+) e substituindo esta expressao na segunda
equacao:

2(1+y)+y=5-2+2y+y=5_.3y=5-2.3y=3 y:% - y=1.

Substituindo este valor de y em x = I+)y obtém-se x = 2, logo a solucdo do
primeiro sistema é (2, 1).

Resolvendo o segundo sistema: Isolando a incégnita x na segunda equagdo do
segundo sistema obtemos x = 4 — 2y e substituindo esta expressao na primeira equa-
¢ao deste mesmo sistema conseguimos determinar o valor da incégnita y, assim:

3(4—2y)—4y=2 .12—-6y—4y=2 . —10y=2-12 - —10y=—10 - y=_—18=1
Substituindo o valor obtido para yem x =4 -2y — x=4-2— x =2 portanto
a solucdo do sistema € (2, 1). Uma vez que os dois sistemas apresentam a mesma
solucdo eles sdo ditos equivalentes.
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3.5

CLASSIFICACAO
DE UM SISTEMA LINEAR

Os sistemas lineares sdo classificados quanto ao nimero de solucdes. Observe
na Figura 16 um quadro resumo relacionado a classificacdo de um sistema de
equagoes lineares:

Figura 16 - Classificacdo de um Sistema de Equacgdes Lineares

Determinado: admite
; uma Unica solugdo
Possivel: quando

admite solucdo
Sistema Indeterminado: admite

Linear infinitas solucGes

Impossivel: quando
ndo admite solucdo

Fonte: Adaptado de Brasil Escola (2016).

Exemplos:

1) Um caminh@o pode levar, no maximo, 60 caixas de livros do tipo L ou P, de
mesmo tamanho. Elas tém, respectivamente, 35 kg e 65 kg. A carga maxima para
esse caminhao € de 3 toneladas em cada viagem.

a) Descreva as equacoes que ilustram o problema, estando o caminhdo com a
capacidade maxima ocupada.

b) Estando o caminhdo com a capacidade méaxima ocupada, quantas caixas de
cada tipo podem ser transportadas por esse caminhdo?

Resolucao:

a) Considerando: x como sendo o ntimero de caixas de livros do tipo Le Pcomo
sendo o ntimero de caixas de livros do tipo P, entao, de acordo com o enunciado
do problema teremos:

x+y=60 (I)
35x+65y=3.000 (ff)

b) Vamos resolver esse sistema usando o método da substituicdo. Isolando a
incognita x na equagao (I) escrevemos X = 60 —y e substituindo esta expressao
na equacao (I I) temos:

35(60— y)+65 y=23.000
2.100—35 y +65 y =3.000
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900
=—— 5 y=30
y 30 y

Substituindo y = 30 na equagao (II) escrevemos
x+30=60 - x=30.

Logo, sdo transportados 30 caixas do tipo L e 30 caixas do tipo P. Como esse sistema
tem uma tnica solucdo, isto é S = {(30, 30)}, ele é classificado como sistema possivel
e determinado (sPD).

3x—y=6

2) Resolva o sistema
6x—2y=12

Resolucdo: Isolando yna primeira equacgdo (y = 3x —6) e substituindo na segunda
equacao temos:

6x-2(3x-6)=12
6x—-6x+12=12
Ox=12-12
O0x=0

Observe que qualquer ntimero real colocado no lugar de X torna a sentenca
verdadeira. Isto significa que o sistema apresenta infinitas solucoes, ou seja, ele é
possivel e indeterminado (sp1). Cada uma das infinitas solucdes é um par ordenado
cujo primeiro elemento é um ntimero real qualquer e cujo segundo elemento é o
triplo do primeiro menos seis.

X+y+z=4
3) Resolva o sistema {2 x+3 y—5z=—11.
3x—2y+382=9

x+y+z=14 (I
Resolugdo: Numerando as equacoes: {2 x+3 y—5z=—11(1])
3x—2y+38z=9 (III)

Vamos resolver este sistema usando o método da substituicao. Isolando x na
equacio (I) obtemos:
x=14-y-z

e substituindo nas equacoes (II) e (III) tem-se:

2014 -y—-2)+3y-5z2=-11—>28-2y-2z+3y-5z=-11—>y-72=-39 (V)
3(14 -y —z) -2y +382 = 9 — 42 -3y — 3z -2y +38z = 9 — -5y +352 =-33 (V)
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Temos agora o um novo sistema formado pelas equacgoes (IV) e (V):

y—7z=-39
—5y+35z=-33

Isolando y na equacao (1v)
Y=-39+7z
e substituindo na equacao (v) tem-se:
-5 (=39 +7z) +35z =-33
195-35z +35z2 =-33

0z =-228.

Observe que nao hd valor real de z que torne a sentenca verdadeira. Por isso, di-
7emos que o sistema é impossivel (s1), isto é, o conjunto solucao é vazio: S = {}.
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3.6

SISTEMAS LINEARES
INTERPRETACAO GEOMETRICA

Agora que ja sabemos distinguir sistemas lineares com solu¢do Unica, infinitas
solucdes e nenhuma solucdo, vamos aprender a interpretar geometricamente estas
possibilidades, analisando os casos de sistemas lineares que apresentam duas e
trés incognitas. Para construir os esbocos gréaficos usaremos o software GeoGebra.

3.6.1 Sistemas Lineares com Duas Incognitas

Qualquer equacao da forma ax + by = c é representada graficamente por umareta,
ou seja, se marcarmos no plano cartesiano todos os pontos que satisfazem esta
equacao linear, o grafico resultante serd uma reta.

No caso dos sistemas lineares compostos por duas equacoes lineares da forma
ax + by = ¢, teremos a representac¢ao de duas retas no plano. Algo importante que
devemos considerar aqui é que as solucdes do sistema de equacdes lineares sdo
justamente representadas pelos pontos em comum das duas retas que o constituem
(INSTITUTO PROMATH, 2013). Sendo assim:

e Seosistemanao tem solucdo (sistema impossivel —s1): as retas sao paralelas,
ou seja, ndo ha pontos em comum entre as duas retas;

e Seosistema apresenta uma tinica solucao (sistema possivel determinado —
SPD): as retas sdo concorrentes, portanto hd somente um ponto em comum
entre as duas retas;

e Seosistema tem infinitas solucdes (sistema possivel indeterminado — sp1):
as retas sao coincidentes, ou seja, hé infinitos pontos em comum entre as
retas (retas estdo sobrepostas).

Figura 17 - Posigoes relativas de retas no plano cartesiano

N S< N

Retas paralelas Retas concorrentes Retas coincidentes

Fonte: Adaptacao de Instituto Promath (2013).

Resumindo: Podemos dizer que um sistema é impossivel (s1) quando as retas que
representam as suas equacoes nao se interceptam, ou seja, quando sdo paralelas.
Duas retas dizem-se paralelas quando tém o mesmo declive, e, portanto, nenhum
ponto em comum. Um sistema é possivel e determinado (spp) quando as retas
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que representam as equacoes se interceptam num tinico ponto. Um sistema € dito
possivel e indeterminado (sp1) quando as retas que representam as suas equagoes
sdo coincidentes. Duas retas dizem-se coincidentes quando tém a mesma expressao
analitica.

Vejamos um exemplo de interpretagdo geométrica para cada classificacao de
sistema linear (sistema impossivel, sistema possivel determinado e sistema possivel
indeterminado):

Exemplo: Usando o software GeoGebra esboce simultaneamente os gréficos
das duas retas que compdem o sistema e a partir da andlise do resultado gréfico
estabeleca a classificacdo do sistema de equacoes lineares.

a) 2x+y=3
x—y=3
Usando o software GeoGebra, podemos digitar no campo de Entrada cada uma

das equacoes do sistema dado (ap6s ter digitado cada equacao teclar “enter”), neste
caso: 2x+y=3ex-y=3.

Figura 18 - Um tnico ponto de intersec¢ao entre as duas retas

€7 GeoGebra - ul X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A ) . o a=2 = =
& Jl AP ONO) £ N2 @

» Janela de Algebra! | > Janela de Visualizacio X

Reta f
@ f:2x+y=3 i
@ grx-y=3
i 1 2 3 4

[

Entrada: +

Fonte: Autores.

Analisando o grafico obtido (Figura 18) observamos que neste caso temos um s6
ponto em comum entre as duas retas, trata-se do ponto, portanto, temos um sistema
possivel determinado (SPD) cuja solu¢do analitica é S = {(2, —1)}.

b) [x—y=1
x—y=3

Pelo esboco grafico das retas que constituem este sistema concluimos que se
trata de um sistema impossivel (s1), uma vez que nao hd pontos em comum entre
as duas retas (sdo retas paralelas).
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Figura 19 - Nao ha ponto de intersecc¢ao entre as duas retas

©F GeoGebra — [m] x

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Enfrar...

e [

4 i S

» Janela de Algebra

Entrada v

Fonte: Autores.

2x+y=3
C){x—y:?)

Analisando as equacdes dadas neste sistema, percebemos que elas apresentam a
mesma expressdo analitica, uma vez que a primeira equacado € justamente o dobro
da segunda equagao, observe: 2x -2y =6 — 2(x —y) = 6 — x —y = 3. Portanto, as
retas que representam as suas equacoes sao coincidentes, sendo assim apresentam
infinitos pontos em comum. O software GeoGebra ja promove automaticamente a
simplificagdo de uma equacao. Neste caso, mesmo que tenhamos digitado no campo
de “Entrada” a expressdo: 2x — 2y = 6, teremos na Janela de Algebra a expressdo
simplificada: x -y = 3.

Figura 20 - H4 infinitos pontos de intersec¢do entre as retas fe g

¥ GeoGebra — [m] x
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . d o|la=2 > |ES
ks.a/a/ﬁb'.)@J@.;ég:g\* ® 1
» Janela de Algebra’ |» Janela de Visualizacdo X
Reta
! ® fix-y=3
® gx-y=3 1

Entrada: la +

FONTE: AUTORES.

3.6.2 Sistemas Lineares com Trés Incognitas

Qualquer equacao da forma ax +by +cz =d é representada graficamente por um
plano, ou seja, se marcarmos no sistema cartesiano todos os pontos que satisfazem
aesta equacao linear, o grafico resultante serd um plano no espago tridimensional.
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3.6.2.1 Sistemas Lineares com Duas Equacgdes de Trés Incognitas

No caso dos sistemas lineares compostos por duas equacdes lineares da forma ax +by
+cz =d, teremos a representacdo de dois planos no espaco. E importante considerar

que as solugoes do sistema de equacodes lineares sdo representadas pelos pontos em
comum dos dois planos que constituem o referido sistema (INSTITUTO PROMATH,
2013). Neste caso (sistema composto por equacdes de dois planos) podem ser:

Sistema sem solucao: quando os dois planos que o constituem sdo paralelos;
Sistema com infinitas solucoes, descritas por uma reta: neste caso os dois
planos que constituem o sistema sao concorrentes;

Sistema apresenta infinitas soluc¢des, descritas por um plano: entao os planos
que constituem o sistema sao coincidentes.

Observe na Figura 21 um esboco das possibilidades decorrentes das posicoes

relativas entre dois planos de equacgdes lineares da forma ax + by + cz = d.

Figura 21 - Posigoes relativas de dois planos no espaco tridimensional

: Dois planos coincidentes

Fonte: Autores.

3.6.2.2 Sistemas Lineares com Trés Equac0es de Trés Incognitas

Se tivermos trés equagdes da forma compondo um sistema linear, entao teremos a
interpretacdo geométrica da solucao do referido sistema composta por trés planos
no espaco (INSTITUTO PROMATH, 2013). Uma vez que as solucdes do sistema sdo
representadas pelos pontos em comum dos trés planos, podemos ter:
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Planos paralelos dois a dois: neste caso o sistema nao tera solucao;

Planos podem ser dois coincidentes e o outro paralelo: entdo o sistema nao
terd solucao;

Trés planos coincidentes: o sistema terd infinitas solucdes, descritas pelo
plano;

Dois planos coincidentes e o outro concorrente: assim o sistema terd infinitas
solucoes, descritas por uma reta;

Os trés planos podem se intersectar em uma reta: o sistema tera infinitas
solucdes, descritas por uma reta;

Dois planos paralelos e outro concorrente: o sistema nao terd solucao;

Os planos podem se intersectar dois a dois determinando trés retas paralelas:
o sistema nao terd solucio;

Os planos podem se intersectar dois a dois determinando trés retas que se



intersectam em apenas um ponto: o sistema terd uma tnica solucao.

Acompanhe na Figura 22 todas estas possibilidades com respectivas interpre-
tagdes geométricas da solucdo de um sistema linear composto por trés planos no
espaco.

Figura 22 - Posicoes relativas de dois planos no espaco tridimensional

M \
ﬁ Trés planos coincidentes
M \
Dois planos coincidentes Dois planos coincidentes

£ N

Fonte: Adaptacao de Instituto Promath (2013).

Observe que no plano, quando obtemos infinitas solugdes a partir de um sistema com
duas equagdes lineares da forma ax + by = ¢, as infinitas solu¢des surgem quando
asretas sdo coincidentes (Figura 20). Jd no espaco, em sistemas elaborados a partir
de equacoes da forma ax + by + cz = d, tanto com duas equagoes (Figura 20) ou
com trés equacoes desta forma (Figura 21), podemos ter infinitas solugdes descritas
ou por uma reta ou por um plano. Ou seja, no caso do espaco, infinitas solucoes
podem ser obtidas em dimensdes distintas (reta ou plano), independentemente
do niimero de equacoes que constituem o sistema de equacoes lineares de trés
incognitas (INSTITUTO PROMATH, 2013).

Exemplo: Usando o software GeoGebra (clicar em Exibir, Janela de Visualizacao
3D) esboce simultaneamente os graficos dos planos que compdem o sistema e
a partir da andlise do resultado grafico estabeleca a classificacao do sistema de
equacoes lineares.

xX+y+z=9
a)|3Xx—2y—z=-4
2x—3y+2z=3

Este é um sistema de trés equacoes lineares com trés incégnitas, portanto teremos
um grafico com trés planos no espaco tridimensional. Ao digitar uma a uma das trés
equacoes do sistema linear no software GeoGebra (primeiramente abrir a Janela de
Visualizagdo 3D e em seguida digitar cada uma das equacdes, seguidas de “enter”),
visualizamos os trés respectivos planos no espaco tridimensional. Observe na Figura
23 que ha um tnico ponto de interseccao entre os trés planos (ponto P(2,3,4) ), e
este ponto foi propositalmente indicado no gréfico.

Pelo fato de que ha um tnico ponto de interseccao entre os trés planos que
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constituem o sistema dado, classificamos este sistema como sendo um sistema
possivel determinado — spD (quando h4 uma tnica solucao, neste caso a solucao
analitica é S={(2,3,4)}).

Neste exemplo nao temos a preocupacao de estabelecer a solu¢do analitica para
o sistema em estudo, somente queremos chamar atencao para a interpretagao
grafica do problema. Na Figura 23 estabelecemos cores diferentes para cada plano.
Este efeito pode ser obtido ao clicar (botao direito do mouse) sobre cada plano ja
esbocado no grafico 3D, na sequéncia clicar em “Propriedades” e em “Cor”, entdo
escolher a cor desejada.

Figura 23 - Trés planos no espaco tridimensional

€2 GeoGebra - o X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

(&AL el A @l <N =[] %%Q

» Janela de Algebra ! Janela de Vi
Plano

@ arx+y+z=9
~® b:3x-2y-z=-4
® ci2x-3y+2z=3
Ponto
® P=(2,3,4)

Enllada:l

Fonte: Autores.
a) { X+y+z=3

2x—y—z=2

Este sistema apresenta duas equacdes lineares de trés incégnitas, portanto seu
grafico sera constituido de dois planos tridimensionais. Ao construir o esboco
grafico no software GeoGebra (observe a Figura 24) percebemos que neste caso
temos os dois planos se intersectando em uma reta (planos concorrentes), ou seja,
este sistema apresenta infinitas solugdes descritas por uma reta. Portanto, este é
um sistema possivel indeterminado — sp1.

Figura 24 - Dois planos no espaco tridimensional

7 GeoGebra - o x
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
d o =
B3 B9 B )25 I 7 Y0 2 S 5 e
» Janela de Algebra > Janela de Vi izagéo 3D =]

Plano
O arx+y+z=3
® b:2x-y-z=2

Entrada: +

Fonte: Autores.
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3.7

MATRIZES ASSOCIADAS
A UM SISTEMA LINEAR

Seja o sistema linear de m equagdes com 7 incognitas:

Ay X A, X+ +a,, X, =b,
Ay X+ Ay X+ - +a,, X, =D,

am1X1+am2X2+ o +amnxn:b

m

emquea,,a, “,a ,b,b, b sdonumeros reais.

Desse sistema, destacamos as seguintes matrizes:

Matriz completa do sistema Matriz incompleta do sistema
a, a, -~ a, b ay A 4,
ay Ay - @, b, Gy Ap ™ Oy,
aml am2 o amn bm aml am2 o amn

Consideremos ainda as seguintes matrizes colunas associadas ao sistema:

X; b1

b

x=|"2| e B=|
%, b,

Multiplicando a matriz incompleta pela matriz das incégnitas, obtemos a matriz
dos termos independentes:

ay ap -~ 4, \[% bl
ay Gy, Gy, |[X2|=| b2
aml am2 " amn xm bm

Dizemos que essa é a forma matricial do sistema linear. Em notacao simplificada:
AX=B.
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3.8
REGRA DE CRAMER

Aregra de Cramer (Gabriel Cramer, matematico e astronomo suico, 1704 a 1752) é
empregada para resolver um sistema linear em que o niimero de equacoes € igual
ao namero de incégnitas. Seja o sistema de 3 equacgdes e 3 incognitas:

a,x+a,y+a;;z=b,
a, x+a,,y+a,,z=b,
Ay, X+a,, y+a;,z=b,

Vamos entao denotar:

* D,:determinante da matriz incompleta, ou seja:

a,; dp dg
Da=la, ay ay
ay d; di

e D, Dy e D_serdo os determinantes que se obtém de D, substituindo,
respectivamente, a 12 coluna (dos coeficientes do x), a 22 coluna (dos
coeficientes do y) e a 32 coluna (dos coeficientes do z) pela coluna dos
termos independentes. Assim teremos:

b, a, a; a, b, aj; a,, a, b
D,= b, a, ayl, D,= a, b, ay|eD,= a, a, b,
by, a, as a;, by as a, a; b,

Se D, # O entdo o sistema € possivel e determinado e os valores das incognitas
sdo dados por:

De um modo geral, um sistema linear de m equac¢des com incognitas x 1 X Xy
, X cujo determinante D, da matriz incompleta é diferente de zero, € possivel

e determinado.
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O conjunto solucdo desse sistema é S= ,em que D.é o

D 1 D 2 D m
DA’EM’ 5DA
determinante que se obtém de D N substituindo a i-ésima coluna (dos coeficientes de

X) pela coluna de termos independentes (GIOVANNL; BONJORNO; GIOVANNI JR., 2002).

- Exemplo: Uma Universidade oferta o curso de Licenciatura em Computacgdo. Neste
referido curso ha 100 académicos matriculados no primeiro e segundo semestres,
62 no segundo e terceiro semestre e 84 no primeiro e terceiro semestres. Qual é o
numero de académicos matriculados em cada um dos trés semestres do curso de
Licenciatura em Computagao?

Para resolver esse problema vamos considerar:

X :racadémicos matriculados no primeiro semestre;
y :académicos matriculados no segundo semestre;
z :académicos matriculados no terceiro semestre.

Temos assim o sistema de trés equacoes e trés incégnitas
x+y=100

y+z=62
x+z=84

Resolvendo pela regra de Cramer, obtemos:

1 10 100 1 0 1 100 O
D,=lo 1 1/=2 D,=|62 1 1|=122 D,=|0 62 1|=78
1 01 84 0 1 1 84 1
1 1 100
D=0 1 62|=23
1 0 84

Logo:
D D D
x=2=122_g1 =y _T8_ng i _46_oy
DA 2 A 2 DA 2

Portanto hd 61 académicos matriculados no primeiro semestre, 39 académicos
matriculados no segundo semestre e 29 académicos matriculados no terceiro
semestre do curso de Licenciatura em Computacdo.
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Atividades - Unidade 3

1) Determine m para que (-1, 2, 2) seja solucao da equacao mx+y—2z=_8.

2x+3y—z=0
2) Seja o sistema: P={x—2y+22z=6
x+y—z=0

a) Verifique se (2, -1, 1) é solugao de P.
a) Verifique se (0, 0, 0) é solucao de P.

3) Verifique se os sistemas A e Ba seguir sdo equivalentes:

A=l2X—Y=5 p_|-x+6y=10
2x+y=7 3x—y=21

4) Classifique os sistemas em possiveis, impossiveis, determinados ou indeterminados:

a) x—4y=-3
3x+2y=5
b) 4a+8b=4
3a+6b=6

5) Ache dois nimeros reais cuja soma € 11 e cuja diferenca é 31.

6) Expresse matricialmente os sistemas, resolva-os, classifique a solucao e utilize
o software GeoGebra para validar a solucao:

_ a+3b—c=1
a)lzx_3J’—5 b) a+b+c=4
Sx+5y=25 —3a-3b—4c=—12
ol 5x+10y=30 af2a-3b=10
—15x—30y=—-60 4a—-6b=20

7) Em torno do prédio de uma prisao foi construido um fosso, circundado por muros,
conforme a planta abaixo, e hd uma ponte de largura L para atravessa-lo. Durante
a ronda diurna, os guardas da prisao dao uma volta completa no muro externo,
atravessam a ponte e ddo uma volta completa no muro interno. Esse trajeto pode
ser completado em 5.320 metros. Na ronda noturna, os guardas dao duas voltas
completas no muro externo, atravessam a ponte e ddo uma volta completa no muro
interno, completando esse outro trajeto em 8.120 metros. Elabore um sistema linear
condizente com este problema e determine a largura L (em metros) da ponte.
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_— Muro interno
Ponte

Muro externo

Dica: Como se quer descobrir o valor de L e nao os perimetros correspondentes aos
comprimentos dos muros (interno e externo), pode-se entao agrupar tais perimetros
como se fosse uma tinica variavel. Assim, serd obtido um sistema na forma:

4x+9L=05.320
6x+17L=8.120

8) Através da informacao ilustrativa da figura abaixo, conclua qual deve ser o valor
correspondente a cada faca, colher e garfo.

T
T

R$ 23,50 R$ 50,00 R$ 36,00

9) Em um curso de capacitacao hd 107 alunos matriculados nas 12 e 22 turmas,
74 alunos nas 22 e 32 turmas e 91 alunos nas 12 e 32 turmas. Qual o total de alunos
desse curso?

10) Um grupo de amigos resolveu fazer uma doacao de 120 brinquedos para
um orfanato. O referido grupo conseguiu arrecadar um valor de R$1.480,00 para
efetuar as compras da quantidade total de brinquedos para meninos e meninas.
A dire¢do do orfanato sugeriu que fossem comprados carrinhos, bonecas e jogos
diddticos, sendo que a quantidade de jogos deve ser igual a soma do namero de
carrinhos e bonecas. Se cada carrinho custa R$8,00, cada boneca custa R$12,00 e
cada jogo didatico custa R$14,00, quais sdo as quantidades a serem compradas de
cada brinquedo?
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Respostas das atividades

1) m=-10

2) a) sim b) nao

3) Ossistemas A e Bnao sdo equivalentes pois ndo apresentam o mesmo conjunto
solucao. O sistema A apresenta solugao S={(3, 1)} e o sistema Bapresenta solucao

S={(8,3)}.

4) a) sistema possivel e determinado, S={(1,1)}.
b) sistema impossivel, S={}.

5) S={(21,-10)}.

6) a)(25 _53)(X)=(255). S={(4,1)}, sistema possivel e determinado.

y
13 -1 \[a\ [ 1 .
bl 111 = 4 |.S= [(E,_i,o)}, sistema possivel e determinado
-3 -3 —4f\c/ \-12 2

o2 72)(a)
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7) L= 40 metros.
8) O preco dafaca é R$ 5,50, o preco da colher é R$ 3,00 e o prego do garfo é R$ 4,00.
9) Serdo 62 + 45 + 29 = 136 alunos matriculados.

10) Deverao ser comprados 20 carrinhos, 40 bonecas e 60 jogos didaticos.
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VETORES







INTRODUCAO

0ss0 objetivo neste capitulo é estudar os vetores. Veremos que 0s vetores,

diferentemente das grandezas escalares (que ficam totalmente definidas

apenas utilizando um niimero e uma unidade de medida associada a este
ntamero, por exemplo: tempo, temperatura, comprimento, area, volume, massa,
trabalho de uma forga, etc.), sdo caracterizados como sendo grandezas vetoriais, as
quais necessitam ser determinadas a partir de uma direcao, sentido e intensidade
(por exemplo: a forca, a velocidade, a aceleracdo e a posicao de um corpo), sendo
que a intensidade (comprimento, médulo) geralmente estd associada uma unidade
de medida. Vamos imaginar um carro andando a 110km/h em uma estrada entre
duas cidades. As informac¢des que temos referentes a este evento vao além do
fato de que o carro apresenta uma velocidade de 110km/h, uma vez que estd na
direcao entre uma cidade e outra e no sentido que vai de uma cidade para a outra.
Entao, este é um caso tipico em que podemos expressar a intensidade do evento,
a direcdo e o sentido que estd ocorrendo, e o objeto matematico adequado para
tal fim é o vetor. Assim, através de exemplos e situacoes problemas, procuraremos
desenvolver uma introducao a teoria matemadtica relacionada aos vetores. Este é
um importante tépico da Algebra Linear que poderemos estudar fazendo uso do
software GeoGebra.
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4.1
DEFINICOES E NOTACOES

Quando nos referimos ao conceito de grandeza, queremos nos reportar a tudo o
que pode ser medido. Nas ciéncias exatas hd dois tipos de grandezas: as grandezas
escalares e as grandezas vetoriais. Nosso interesse neste capitulo estd focado somente
no estudo das grandezas vetoriais.

4.1.1 Grandezas Vetoriais

Uma grandeza vetorial é aquela que somente fica caracterizada quando conhecemos,
pelo menos, uma direcao, um sentido e um niimero (que pode estar associado a
uma unidade).

Sao exemplos de grandezas vetoriais: velocidade, aceleracao, forca, deslocamento,
empuxo, campo elétrico, campo magnético, etc. (EDUCACAO.FISICA). Por exemplo, o
deslocamento de uma pessoa entre dois pontos é uma grandeza vetorial, contudo,
um segmento de reta (trecho limitado de uma reta, tal como o segmento AB da
Figura 25) ndo representa uma grandeza vetorial porque nao tem sentido (ou seja,
0 segmento AB ¢ igual ao segmento BA).

Figura 25 - Segmento de reta AB

AB

Fonte: Adaptacao de Educagao.fisica (2017)

Entretanto, ao colocarmos um sentido em um segmento de reta, obtemos um
segmento de reta orientado que entdo pode ser utilizado para representar aimagem
geométrica de uma grandeza vetorial. Assim, vetor € um objeto matemadtico (ente
matemadtico) caracterizado por possuir um sentido, uma direcao e um médulo
(intensidade, comprimento). Observe na Figura 26 a representacdo grafica de
um vetor KE, com especificacdes de sentido (o sentido de um vetor é para onde
aponta sua extremidade), direcdo (angulo que forma com relacdo a uma dada
referéncia) e médulo (medida que obtemos quando comparamos um vetor com
outro de mesma espécie, considerado como unidade).

Figura 26 -Representacdo gréfica do vetor AB

Sentido: de A para B

referéncia

Fonte: Adaptado de S6 Biologia (2017).
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Os vetores tém aplicacdes em vdrias dreas do conhecimento, tanto técnico quanto
cientifico, como Fisica, Engenharia e Economia, por exemplo, sendo os elementos
a partir dos quais se constréi o Calculo Vetorial (WIKIPEDIA.ORG).

Em se tratando da drea de Matemdtica, vetor é definido como um conjunto
infinito de todos os segmentos orientados que apresentam o mesmo comprimento
(médulo), mesma direcdo e mesmo sentido (VENTURI, 2015). Assim, a ideia de vetor
nos conduz a representacao grafica como a da Figura 27.

Figura 27 - Imagens geométricas do vetoru_
u u
/
- u
/
/

Apesar da definicdo de vetor corresponder a um conjunto infinito de segmentos
de mesmo comprimento, direcdo e sentido, na pratica usamos apenas um dos
segmentos orientados como representacdo. Cada segmento orientado da Figura 27
é, arigor, a imagem geométrica ou o representante de um vetor. Assim, na Figura
27 temos sete segmentos orientados ou entdo sete imagens geométricas de um
mesmo vetor. Como abuso de linguagem, empregamos a palavra vetor em vez de
imagem geométrica do vetor (VENTURI, 2015).

<l

Fonte: Adaptado de Venturini (2015, p. 65).

4.1.2 Notacgoes de Vetor

Vetores sdo simbolizados por letras latinas mintsculas, com uma seta acima da
referida letra (sendo a seta sempre horizontal e para a direita), por exemplo:

ab,c..,uvw..

Também, é usual denotar vetores através de letras latinas mintisculas e em negrito.
Esta serd a notacao (negrito) abordada neste livro. Exemplos:

ab,c, .., u,v,w,...
Ainda, em alguns casos, os vetores sao designados por letras nas suas extremidades.

Observe na Figura 27 uma imagem geométrica do vetor MN (ou MN), sendo M o
ponto de origem do vetor.
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Figura 28 - Imagem geométrica do vetor MN

M
Fonte: Adaptado de Venturini (2015, p. 66).

4.1.3 Componentes de um Vetor

Conforme ja constatamos neste capitulo, vetores sao representacoes matemadticas
criadas para observar a direcao, o sentido e a intensidade dos movimentos de objetos
no espaco. Contudo, temos que ter em mente que esse espago nao se restringe
as trés dimensoes comumente estudadas no Ensino Médio, mas se trata de um
espaco “n-dimensional”, isto é, o espaco em que os vetores sdo observados pode
ter uma dimensao (esse espaco é chamado de reta), duas dimensodes (plano), trés
dimensoes (espaco), quatro dimensodes (espaco-tempo), etc. (MUNDO EDUCAGAO).

Sabemos que a imagem geométrica de um vetor é uma flecha (segmento
orientado), e se este dado vetor parte da origem do sistema cartesiano, as coordenadas
de seu ponto final servirio como forma de identifica-lo. Assim, na Figura 29,
caracterizada no plano xy, o vetor u serd identificado a partir das coordenadas
u=(a, b), uma vez que este vetor parte da origem do plano xy e o ponto (a, b) é o
ponto da extremidade final do vetor u, sendo que ae bsao, nesta ordem, as medidas
algébricas das projecdes de u nas diregdes (orientadas) dos eixos x e y. Dizemos
que u é o vetor de componentes (ou coordenadas) ae b.

Figura 29 - Coordenadas cartesianas do vetor u no plano xy.

L

y

(a,b)

Fonte: Adaptado de Venturini (2015, p. 66).

Ampliando esta andlise das projecdoes de um vetor nas direcoes (orientadas)
dos eixos X e y, podemos calcular as componentes deste referido vetor a partir das
coordenadas das extremidades do segmento orientado que o representa.

Assim, se v=AB, com A=(x,y,) e B=(x, y,), entdo: v= (x,—- X, y,— ¥,) ou seja,
v=AB =B — A onde B — A ¢é a diferenca entre os pares ordenados associados aos
pontos B e A. Observe o vetor na Figura 30.
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Figura 30 - Vetor V=AB no plano xy.

>
>
>

Fonte: Adaptado de Mundo Educagdo (2017).

Exemplo: Determine as componentes do vetor v= AB_;abendo que A= (2,-2) e B=
4, 3).

Como o vetor vestd definido entre os pontos A= (2, -2) e B= (4, 3) faremos
v=B-A

ou seja

v=4,3)-(2,-2) ;

e assim, '

v=(4-2,3+2) B
3

Logo:

V= (2»5) 2

Pelo esboco grafico podemos constatar que
a imagem geométrica do vetor v= AB ¢ igual a
imagem geométrica do vetor solugdo v=(2,5) visto
que dois vetores sdo iguais quando apresentam
mesma direcdo, sentido e comprimento. 2 A

4.1.4 Modulo de um Vetor

O médulo do vetor geralmente é simbolizado pela mesma letra que denota o
proprio vetor, mas sem negrito (ou sem seta). Assim, para o vetor u temos: u=|uj,
sendo que, por defini¢do, o médulo de um vetor equivale ao seu comprimento. Este
valor também é denominado valor absoluto, norma, magnitude ou intensidade, e
é calculado por meio da distancia de seu ponto final até a sua origem.

A partir das coordenadas cartesianas do vetor u podemos definir seu médulo
(ntimero real que representa o comprimento do vetor). Dessa forma, calcular o
modulo do vetor u é o mesmo que calcular a distancia entre o ponto (a, b) e a
origem (0, 0). Utilizando [u| como notagdo para o médulo do vetor u, pertencente
ao plano xy teremos, por aplicacdo do teorema de Pitagoras: [u|*= a@® + b?, assim

[u] =y &+ b*
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De forma andloga, se o vetor em questdo estiver definido a partir da origem do
espaco tridimensional (observe a Figura 31), com coordenadas cartesianas u= (a,
b, ¢), entdo seu modulo serd calculado através da formula:

[u] =\/a72+b2+02

Figura 31 - Coordenadas cartesianas do vetor u no espago tridimensional

Fonte: Autores.

Consequentemente, se tivermos um vetor pertencente a um espaco n-dimensional,
com coordenadas cartesianasu=(a, b, ¢, d, ..., n), aférmula para cdlculo do médulo
desse vetor terd no interior da raiz quadrada uma soma de n parcelas (MUNDO
EDUCACAO):

[u] =\/ P+ P+ C+di+ .+ P

Exemplo: Calcule o comprimento do vetor v= (8, 6) cuja imagem geométrica
estd esbocada a seguir.

Se temos o vetor dado por v= (8, 6), basta usar a formula |v] =y/a’+ b? a partir
dos valores das coordenadas do vetor v. Assim:

| =/ 8+ 6
11 =y/100

0] = 10.
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Este valor pode ser conferido, por exemplo, através do uso do software GeoGebra.
Paraisso, inicialmente devemos digitar no campo de Entrada do software o comando
v=Vetor ((8,6)) ouentdo v=Vetor ((0, 0), (8,6)), sendo que neste tiltimo comando
estdo sendo consideradas as coordenadas iniciais e finais dos respectivos pontos
das extremidades do vetor v. Ao digitar “enter” teremos prontamente o esboco
grafico da imagem geométrica do vetor v e a especificacao de suas coordenadas
naJanela de Algebra (Figura 32).

Figura 32 - Imagem geométrica do vetor v no software GeoGebra.

¥ GeoGebra - [m] x

Arquivo Editar Exibir OpgBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar

DEEE N EENEE > e

» Janela de Algebra x| | » Janela de Visuali o X
-~ Vetor

ol ﬁ

s

4

Enfrada: v

Fonte: Autores.

Depois de definido o vetor v podemos digitar o comando m=abs(v), seguido de
“enter” (letra m para lembrar médulo), para assim obter o valor do médulo do
referido vetor (observe que abs corresponde a uma abreviacao da palavra absoluto,
que compode outra denominacao de médulo que é “valor absoluto”). Ao digitar o
comando m=abs(v) obtemos na Janela de Algebra oresultado: m= 10, que confere

com o resultado que calculamos através da expressao |v|=y 8*+ 6* .

4.1.5 Vetor Nulo

O vetor nulo, denotado por O é o vetor de dire¢do e sentido arbitrarios, cujo
modulo é igual a zero. O vetor nulo definido no plano xy tem coordenadas (0, 0)
enquanto que o vetor nulo do espaco tridimensional tem coordenadas (0, 0, 0), e
arepresentacao grafica deste vetor € a origem do sistema de coordenadas.

4.1.6 Igualdade de Vetores

Dizemos que dois ou mais vetores sao iguais se eles apresentam o mesmo moédulo
(comprimento), a mesma direcao e o mesmo sentido.

Nestas condi¢bes, podemos afirmar que vetores iguais estao em segmentos de
reta paralelos, podendo ser coincidentes ou ndo. Assim, se dois ou mais vetores nao
apresentam igualdade entre pelo menos um de seus elementos (médulo, direcao
ou sentido), tais vetores sao ditos diferentes.
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Exemplo: Observe a Figura 33 e assinale na tabela a seguir se os referidos vetores
sdo iguais ou sdo diferentes.

Figura 33 - Vetores iguais e vetores diferentes.

y
y

Fonte: Autores.

Pela Figura 33 temos os seguintes resultados:
| verores | icuws | oirerentes
aeb X
ced X
eef
geh X
ij kel X

u,vew

4.1.7 Vetores Opostos

Dado um vetor v=AB, o vetor BA é o oposto de AB e se indica por —AB ou por -v.
Sendo assim, dois vetores sdo opostos quando eles possuem o mesmo modulo e a
mesma direcdo, porém, sentidos opostos.

v .| Podemos observar no exemplo ao lado que, ambos
os vetores possuem a mesma direcdo e mesmo

-v modulo, porém com sentidos opostos. Assim, tais
< vetores sdo denominados opostos.
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4.1.8 Vetor Unitario

Um vetor v é unitdrio se |[v|=1. Ou seja, um vetor unitario (ou versor) € um vetor
cujo comprimento € igual a 1 (uma unidade de medida).

4.1.9 Versor

Sabemos que cada vetor tem suas propriedades préprias referentes a direcao,
sentido e comprimento. Mas se quisermos obter um vetor que mantenha apenas
as informacoes sobre direcao e sentido, devemos calcular o versor deste vetor.

O versor de um vetor v (ndo nulo) é um vetor unitdrio (médulo 1) que tem a
mesma dire¢do e o mesmo sentido de v.

Na figura ao lado o vetor v (de médulo 3) e seu
versor U (de médulo 1), com mesma direcao e
sentido de v.

Se u é oversor de ventdo podemos determinar suas coordenadas através da formula:

u=—
|

(@) ATENGAO

Convencionou-se a representar os versores dos eixos
cartesianos ortogonais através da notacao: i=(1,0) e j=(0,1)
no caso do plano cartesiano e i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1)
no caso do espaco tridimensional. E pela definicdo de versor,
que possui médulo unitério, temos: |i| = |j| = |k| = 1.

4.1.10 Expressao Cartesiana de um Vetor

Observe que se temos um vetor no plano, definido a partir de suas coordenadas
cartesianas, por exemplo: v=(v, v J,) entdo podemos denotar este mesmo vetor a
partir dos versores dos eixos cartesianos ortogonais:

v=(v, Vy): (v, 0)+(0, Vy): VX(1,0)+Vy(0,1): v i+ Vy]'

Caso o vetor pertenga ao espago tridimensional, por exemplo v=(v,, Vo V), entdo:

v=(v, v, v)=(v,0,0)+(0, A 0)+(0, 0, v )=
v,(1,0,00+v,(0,1,0)+ v, (0, 0,1) = v,i+V j+v,k
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Exemplo: Obter as expressoes cartesianas dos vetores das figuras abaixo:

2
/
u
1

<Y

Resolucio:
u=(2,3)=2i+3j
v=03,-1)=3i -j
w=(1,3)-(-2,3) =(3,0) =3i
t=(-1,2)-(-3,1)=(2,1) =2i+j

J& na segunda figura deste exemplo, temos vetores definidos no espaco tridi-
mensional, sendo assim:

u=0F=(0,4,3)=4j+3k
v=0E=(2,4,3) =2i+4j+ 3k
w=0C=(0,4,0) = 4j
t= OB = (2,4,0) = 2i + 4j

4.1.11 Vetores Colineares

Dois vetores v e w sdo ditos colineares se tiverem a mesma direcao. Em outras
palavras, se forem pertencentes a uma mesma reta ou a retas paralelas.

Na Figura 34, imagens geométricas de vetores colineares (v e w, assim como r
e §) e de vetores nao-colineares (@ e b, assim como ce d).

Figura 34 - Vetores colineares (ve w; re s) e vetores ndo-colineares (ae b; ce d)

S
¢ d
Fonte: Autores.
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4.1.12 Vetores Coplanares

Trés vetores (ou mais) v, w e r sao ditos coplanares se tiverem imagens geométri-
cas paralelas a um mesmo plano. Observe que dois vetores sao sempre coplanares,
enquanto que trés vetores podem ou nao ser coplanares.

Na Figura 35, a esquerda temos quatro vetores que sao coplanares (imagens
geométricas no mesmo plano) e a direita temos um exemplo de quatro vetores que
nao sdo coplanares (pois um dos vetores ndo apresenta sua imagem geométrica no
mesmo plano onde estdo as imagens geométricas dos outros trés vetores).

Figura 35 - Quatro vetores coplanares (plano a esquerda) e quatro vetores ndo-coplanares (planos a

T L

Fonte: Adaptado de Venturini (2015, p. 70).

4.1.13 Paralelismo de Vetores

Dois vetores u# e v que apresentam a mesma dire¢do (ndo precisam ter o mes-
mo sentido, nem o mesmo comprimento) sao ditos paralelos se suas imagens
geométricas podem ser representadas sobre uma mesma reta. Se u € paralelo a v
indicamos: u//v.

Acompanhe na Figura 36 um exemplo de vetores que sdo paralelos, uma vez que
podem ser representados colinearmente (passaremos a adotar a ideia de translacao).

Figura 36 - os vetores u e vsdo paralelos

u s
/ y
Fonte: Autores.

Ainda, por definicao, dois vetores paralelos sao ditos equiversos se apresentam
o0 mesmo sentido, e em caso contrdrio (sentidos opostos) sdo ditos contraversos.
Estas denominacdes sdo referentes somente a vetores paralelos. Os vetores # e v
da Figura 36 sdo ditos vetores equiversos.
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4.2
OPERACOES COM VETORES

Tal como j& sabemos, vetor é um ente matemaético que representa um conjunto
de segmentos orientados de reta, tendo como funcao fornecer informacoes rela-
cionadas a médulo, direcao e sentido. Veremos a seguir que os vetores podem ser
somados, subtraidos e multiplicados por um ntimero (que comumente chamamos
de escalar), sendo que estas operacoes efetuadas com vetores se assemelham muito
a forma como operamos com os niimeros reais.

Para definir as operacoes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo por escalar
vamos iniciar considerando dois vetores ndo nulos quaisquer, # e v (Figura 37).

Figura 37 - vetores ue v

Fonte: Autores.

4.2.1 Soma de Vetores

Para efetivamente calcularmos a somas de dois ou mais vetores vamos estudar trés
formas diferenciadas (mas que apresentam o mesmo propdsito), o Método Gréfico,
a Regra do Paralelogramo e a Decomposicao dos Vetores em Coordenadas. Além
da explanacao dos métodos para cédlculo da soma de vetores também teremos o
estudo das propriedades validas para a soma de vetores.

4.2.1.1 Vetor Soma - Método Grafico

Para definir o resultado da soma dos vetores u e v (Figura 37), a partir da extre-
midade u# desenhamos um vetor igual a # (ou entdo efetuamos uma translagcao
da imagem geométrica de v até a extremidade de u). Em seguida devemos ligar a
origem do primeiro vetor com a extremidade do segundo vetor, e assim obtemos o
vetor S, que é denominado vetor soma ou vetor resultante de e v, ou seja: S= u+v.

Acompanhe na Figura 38 o passo a passo de determinacdo da imagem geométrica
do vetor § que corresponde a soma dos vetores e v.
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Figura 38 - soma dos vetores u e v.

Fonte: Autores.

Podemos também estabelecer a soma dos vetores # e vprocedendo tal como indicado
na Figura 39, isto €, a partir da extremidade do vetor v passamos a desenhar um vetor
igual a u. O resultado que obteremos é o mesmo do anterior. Assim, concluimos
que S= u+v=v+u.

Figura 39 - soma dos vetores ue v.

Fonte: Autores.

INTERATIVIDADE

E importante observar que, nesse caso (de soma de vetores),
o comprimento do vetor § serd menor ou igual a soma dos
comprimentos dos vetores # e U, ou seja, que S| <|u]+|v].
Pense a respeito (pesquise por: Desigualdade Triangular
para Vetores)!

Caso haja mais do que dois vetores a serem somados, entdo, cada novo vetor a ser
somado é colocado de maneira que o final de um coincida com o inicio do préximo.
O vetor resultante serd obtido unindo-se o inicio do primeiro com o final do tltimo
vetor adicionado.

Exemplo: Note na Figura 40 que o vetor S é a resultante da soma de cinco vetores,
ou seja, S= u+v+w+t+p, sendo que une o inicio do vetor u ao final do vetor p.
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Figura 40 - Vetor S é resultante da soma de cinco vetores.

Fonte: Autores.
4.2.1.2 Vetor Soma - Regra do Paralelogramo

Sejam u e v dois vetores nao nulos quaisquer. Como jé sabemos (pelo método
grafico), a soma desses vetores é um terceiro vetor, o vetor resultante: S= #+v. Para
determinarmos este vetor resultante, podemos alternativamente utilizar a regra
do paralelogramo.

Temos que desenhar o paralelogramo definido a partir dos vetores # e v. Entdo,
inicialmente unimos em um mesmo ponto as origens dos dois vetores. Em seguida
tracamos um vetor paralelo ao vetor # a partir da extremidade do vetor v de
mesmo maddulo e sentido, depois, tracamos um outro vetor paralelo ao vetor v,
comegcando na extremidade do vetor # (com mesmo médulo e sentido de v). Estando
o paralelogramo ja definido, o vetor resultante S= u+v consistird na diagonal do
paralelogramo obtido. Observe o passo a passo de obtencao do vetor §, via regra
do paralelogramo, na Figura 41.

Figura 41 - Soma dos vetores u e v pela regra do paralelogramo.

Fonte: Autores.

Exemplo: (VENTUR], 2015, p. 75) Nos cubos dados a seguir, represente o vetor
resultante da soma dos vetores indicados.
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Resolucao:

a) Vamos utilizar a regra do paralelogramo, tracando os vetores paralelos aos
vetores AD e AB dados na figura, com mesmo médulo e sentido (na cor verde um
vetor paralelo ao vetor AD e na cor azul um vetor paralelo ao vetor AB). Depois,
tracamos o primeiro vetor resultante de uma soma (indicado na figura por w),
localizado na diagonal do paralelogramo ABCD. Na sequéncia, tragamos um vetor
paralelo ao vetor AE (usamos a cor lilds), e também tracamos um vetor paralelo
ao vetor w. Entdo, para finalizar, usamos novamente a regra do paralelogramo
tracando a diagonal do paralelogramo ACGE, sendo que o vetor AG (indicado na
figura por §) é a solucdo do problema.

A resolugao do segundo problema € obtida ligando a origem do vetor AB a
extremidade do vetor, pois uma vez que os quatro vetores dados na figura estao
posicionados em sequéncia (o final de um coincide com o inicio do préximo), pelo
método grafico, o vetor resultante é obtido unindo-se o inicio do primeiro com
o final do tltimo vetor. No esboco a seguir a solucdo do problema esta indicada
pelo vetor S.

4.2.1.3 Vetor Soma - Decomposicao dos Vetores em Coordenadas

Considerando os dois vetores ndo nulos # e v, como ja especificado na Figura
37, vejamos como poderemos proceder com a soma destes vetores a partir da
decomposicdo de suas componentes horizontais e verticais.

Conforme ja discutimos, um vetor definido no plano xy pode ser especificado a
partir de suas coordenadas cartesianas. Assim, seja v= ( v,V y) e u=( u,u y) Observe
na Figura 42 que ao posicionarmos o vetor # na extremidade do vetoru v, pelo
método grafico obtemos o vetor § resultante da soma dos vetores © e v, ou seja,
S=v+u (lembrando que S= v+u= u+v).
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Figura 42 - Soma dos vetores u e v por decomposi¢do de coordenadas.

Fonte: Adaptadcao de Wikipedia (2017).

Contudo, pela Figura 42, percebemos que as coordenadas cartesianas do vetor S
podem ser definidas como: s =v + v e s = u _+ u . Entdo, se
X X y y X b4
S=v+u
temos, em termos das coordenadas,
s=w,v) + (u,u),
ou seja,
%:ﬁé+uv%+u}
Expandindo para a forma tridimensional, considerando v= (v Y Z) eu= U,U,U Z), se:
S=v+u
entao,
S =(vx,vy,vz) + (ux,uy.uz)
ou seja,
S=0Q+uv%+uyg+u)

Exemplo: Dados os vetores v=(4,1) e u = (2,3) e calcule o vetor resultante S=v + u.

Sendo que devemos calcular s,
S=v+u
temos, em termos das coordenadas,
S=04,1)+(2,3),
ou seja,
S=(04+2,1+3)
e assim
S=1(6,4)

4.2.1.4 Propriedades da Soma de Vetores

Propriedade Comutativa: Dados os vetores % e v, a soma vetorial € comutativa,
isto é: u+v=v+u.

Observe na Figura 43 a validade da propriedade comutativa na soma de vetores
(somas efetuadas pela aplicacdo do método grafico).
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Figura 43 - llustracdo da propriedade comutativa na soma de vetores

v+u

Fonte: Adaptacao de Venturini (2015, p. 74).

Propriedade Associativa: Dados os vetores U e v, tem-se que soma vetorial é
associativa, isto é: u+v+w= (u+v)+w= u+(v+w).

Na Figura 44 um demonstrativo da validade da propriedade associativa na
soma de vetores (somas efetuadas pela aplicacao do método gréfico).

Figura 44 - llustracdo da propriedade associativa na soma de vetores

NS

utv+w

X
v v
u
w
u+v viw
u
utv viw
w
UV urviw

Existéncia de Elemento Neutro: Existe o vetor O (vetor nulo) tal que para todo
vetor u tem-se O+u= u.

Existéncia de Elemento Simétrico: Para cada vetor u existe um vetor —u tal que
u+(-u)= 0.

Fonte: Autores.

4.2.2 Subtracao de Vetores

Por definicao, dados dois vetores # e v, definimos a diferenca #—vpor: u—v=u+(-v).
Graficamente, a diferenca de dois vetores e vé obtida fazendo-se com que ue
vtenham a mesma origem. Observe na Figura 45, onde estdo esbocadas as imagens
geométricas dos vetores # e vque a diferenca de vetores nao atende a propriedade
comutativa, ou seja, U—v# v-u (0s dois vetores apresentam sentidos contrarios).
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Figura 45 - Imagem geométrica da diferenca de vetores

u u

Fonte: Adaptado de Venturini (2015, p. 73).

Se observarmos um paralelogramo construido a partir de dois vetores e v, teremos
em suas diagonais as imagens geométricas do vetor soma u#+ve do vetor diferencga
v-u. Confira este fato na Figura 46.

Figura 46 - Diagonais de um paralelogramo.

Fonte: Adaptagdo de Venturini (2015, p. 74)

4.2.3 Multiplicagcao por Escalar

Dado um ndmero real k e um vetor ndo nulo v, o produto do ntiimero real k pelo
vetor v corresponde ao vetor w= kv, que atende as seguintes caracteristicas:

1°) [wl]=|K]|v]

20) A direcao de wserd a mesma direcao de v.

39) O sentido do vetor w (em comparacdo com o sentido do vetor v) depende
do valor do namero real k:

/' Se k>0 os vetores we vpossuem o mesmo sentido;
/' Se k>0 os vetores w e vpossuem sentidos opostos;
/Se k=0 ouse v =0 (vetor nulo) o produto w = kvresulta no vetor nulo.

k

Observe que se k#0 entdo o produto %Vpode ser indicado por L4

Temos que vetores podem ser multiplicados por qualquer namero real k, e as
componentes do vetor w=kv passam a ser determinadas de acordo com a dimensao
do vetor v:

v/ No plano xy, se v= (v,,v J,) e w=kventao w=k(v,v y): (kv kv y)

/' No plano xyz, se v= (i v,V,V,) e w=kventio
w= k(vx,vj,vz)= (kvx,kvy,kvz)
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Exemplo: Na Figura 47 temos a imagem geométrica do vetor v e exemplos de
multiplicacdo por escalar (valor positivo, negativo, nulo e fraciondrio).

Figura 47 - Multiplicagdo por escalar

Fonte: Adaptado de Wikipedia (2017)

(@) ATENGAO

Sugerimos que sejam realizadas as atividades numeradas de
1 a 11 deste capitulo.

4.2.4 Produto Interno ou Produto Escalar

O produto escalar (ou produto interno) é a multiplicagao entre dois vetores que tem
como resultado uma grandeza escalar (um ntimero). H4 duas maneiras de obtermos
esse produto: quando conhecemos o angulo entre os dois vetores, bem como seus
moadulos, e quando conhecemos as componentes desses vetores. No primeiro caso
(definicao geométrica), escrevemos o produto escalar entre os vetores # e ¥ como:

u-v=|ullv|cos ®)

onde |u|e |v|sdo os médulos dos vetores U e v, respectivamente, e 0 é a medida do
angulo formado entre esses dois vetores (sendo 0° < 0 <180°), tal como indicado
na Figura 48.

Figura 48 - Produto escalar e angulo entre dois vetores.
"4

v

e u u

>

u-v>0 u-v<o0o
Fonte: Adaptacgao de Venturini (2015, p. 90).
Uma vez que a definicdo geométrica do produto escalar envolve o cosseno do
angulo compreendido entre os vetores, caso tenhamos 6= 90° entdo o produto

escalar serd nulo (# - v= 0 pois cos(90°)= 0), e neste caso os vetores sdo ditos or-
togonais (notacao uLv).
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Figura 49 - Vetores ortogonais, produto escalar nulo.

Fonte: Autores.

A segunda forma (defini¢do algébrica) de definir o produto escalar (ou produto
interno) entre dois vetores u# e v € a partir das componentes de ambos os vetores.
Se os vetores U e v estiverem definidos no plano xy, ou seja, se podemos escrever
u= (ux, uy) ev= (l}x, Uy) entao pela Lei dos Cossenos obtemos:

u-v:(ux,uy)-(vx,vJ)

u-v=uv +u v
x “x Yy

Caso os vetores U e v estejam definidos no espaco tridimensional, com u=
(ux, u, uz) ev= (l}x, v, vz) usando a Lei dos Cossenos escrevemaos:

v:(ux,u},uz)-(vx,v},vz)
U-v=uv. +uU UV +UuUv
X X Yy z z

Exemplo: O produto escalar entre = (3,4) e v= (-2,5)
éu-v=(3)-2)+4)(5)=—6+20=14

Observe na figura ao lado que neste exemplo o angulo
existente entre os dois vetores apresenta uma medida
menor que 90°, sendo assim o valor correspondente ao :
produto escalar entre # e vserd um nimero real positivo. .

Exemplo: O produto escalar entre u= (1,3) e v= (2,-2)
éu-v=(1)(2)+(3)(-2)=2-6=-4

Observe na figura ao lado que neste exemplo o angulo
: existente entre os dois vetores apresenta uma medida
maior que 90°, sendo assim o valor correspondente ao
produto escalar entre # e vserd um ntmero real negativo.
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4.2.4.1 Propriedades do Produto Escalar

Quaisquer que sejam os vetores U, Ve we sendo 11 escalar temos:

1°) Propriedade comutativa: u-v=v-u

22) Propriedade distributiva em relacdo a soma de vetores: # - (V+W)=u-v + U- w
3a) Multiplicacdo por escalar: (mu)-v=u-(mv)=m(u-v)

42) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |u - v| < |u||v|

53) u - u=|uf

Exemplo: O triangulo da figura abaixo é determinado pelos vetores u, ve w. Sabendo
que |u|=4 e que [v[=15, utilize as propriedades do produto escalar para determinar 2 - w.

Para solucionar este problema temos que primeiramente observar que v=u+w
(ou u+w=v) e que sao conhecidos os valores dos médulos de # e v, assim como o
angulo entre estes dois vetores. Com estas informac¢des podemos partir da definicao
geométrica do produto escalar entre os vetores e v:

u-v=|v|ulcos@®)
e assim temos,

u-v=4)(15)cos(60°)
1
u-v=(4)(150()

ou seja,

u-v=30.

Mas como neste caso temos #+w=v multiplicando escalarmente # de ambos
os lados desta igualdade obtemos:

u-ut+u-w=v-u

entdo, pelas propriedades do produto escalar, como u-u = |[uff ev-u=u-ves-
crevemos: |[uf*+u - w=u-v, ou seja,

|4|?+u - w=30
e assim

u-w=30-16 = 14.
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4.2.4.2 Angulo entre Vetores

Apartir da definicao geométrica do produto interno entre vetores passamos a definir
a expressdo para calculo da medida do angulo entre dois vetores (WIKIPEDIA). Assim,
dados os vetores e v, se u - v = |u||v] cos (0), entdo,

cos(9)=—|u||v|

ou seja,

Exemplo: Conhecidos os vetores = (2, 2) e v= (0, 2), calcule o angulo entre eles.

Para determinar o angulo entre os vetores # e ¥ vamos usar

e para tanto precisamos calcular o produto escalar # - ve os médulos |u|e |v|. Temos:

u-v=(2,2)-0, 2)=(2)(0)+(2)(2)=4

lul=\[2):+(2)2 =8 =22
[v]=/(0)2+(2)? =+/4= 2.

e(ini)((z—é@)%)“s

4.2.5 Produto Vetorial ou Produto Externo

O produto vetorial de dois vetores # e vno espaco tridimensional, ndo paralelos entre
si, é um terceiro vetor, denotado por # x v, que apresenta as seguintes caracteristicas:

a) Médulo: |u x v|=|u||v| sen(6), onde 6 é o angulo entre os vetores U e V.
b) Direc¢do: o vetor u x v é perpendicular simultaneamente aos vetores # e v.

c) Os vetores U x Ve U x U possuem sentidos opostos, ou seja, Ux v=—(vx u)

Acompanhe na Figura 50 a imagem geométrica de cada um dos vetores u# x v
eVXU.

110



Figura 50 - Interpretacdo geométrica do vetor ux v

] uxv

Fonte: Adaptacdo de Venturini (2015, p. 105).

Ao contrario do produto escalar, que resulta num ntamero real, e pode ser definido
em vetores do espacgo e em vetores do plano, o produto vetorial s6 pode ser definido
em vetores do espaco.

4.2.5.1 Propriedades do Produto Vetorial

1°) u x v= Ose, e somente se, um deles é o vetor nulo ou se os vetores e Vtém
a mesma direcdo. Consequentemente # x u= 0.

2a) Propriedade anti-comutativa: # x v=—(v x #) (ndo vale a propriedade
comutativa pois: U X V# U x U).

32) (mu)x(nv)= (mn)(uxv), sendo m e n escalares.

42) Propriedade distributiva: (#+v)x w= (u x w)+(v x w), que configura a
propriedade distributiva a direita, e também w x (u+v)= (w x u)+(w x v),
que compoe a propriedade distributiva a esquerda.

53) Duplo produto vetorial: (uxv) x w=(u-w)v—(v-wu e u x (v x w) =
(u-w)v-(u-vw.

4.2.5.2 Expressao Cartesiana do Produto Vetorial

Sejam u=( U,U,U Z) e v=( vV U z) dois vetores do espaco tridimensional, denominamos
produto vetorial de u# por v, e indicamos por u# x v (leia-se “u vetorial v”), o vetor
obtido ao desenvolvermos o determinante simbélico indicado a seguir:

i j k
uxv=wu, u, u
Ve V, V

~

sendo que é importante notar que ao formar o determinante indicamos: na primeira
linha os vetores i, j e k (versores dos eixos coordenados), na segunda linha as
componentes do vetor u e na terceira linha as componentes do vetor v. Caso
queiramos calcular v x u entdo devemos anotar as componentes do vetor v na
segunda linha e as componentes do vetor #na terceira linha (a ordem de indicacao
das componentes nas respectivas linhas do determinante exige cuidado e atencao,
lembre-se que u x v=—(v x u)).
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Exemplo: Sendo u=(2,3,1) e v=(3,2,5), temos:

i j k
wxv=y 3 1|=(i)(3)(5)+(j)(1)(3)+(k) (2)(2)-(3)(3)(k)—(2)(1) (i) - (5](2) (]
3 2 5
uxv=15i+3j+4k -9k -2i-10j
uxv=13i-7j-5k
ou entao
uxv=(13,-7,-5)
i j k
vxu=l3 3 5|=(i)(2)(1)+(j)(5)(2)+(k)(3)(3)-(2](2) (k)= (3) (5) i) - (1) (3) 5]
2 31
vxu=2i+10j+9k-4k-15i-3j
vxu=-13i+7j+5k

vxu=(-13,7,5)

Note claramente nos resultados deste exemplo que © x v=—(v x u).

Exemplo: Dados os vetores u=(2, 2, 0) e v=(0, 1, 1), vamos mostrar que
|lux v|=|ul|v| sen(e).

No lado esquerdo da igualdade dada temos:

uxv

O N~

_ N~
o =

(i)(2)(1)+(j)(0)(0)+(k)(2)(1)-(0)(2)(k)~(1](0)(i)-(1)(2) j)

uxv=2i-2j+2k

ou entao

uxv=(2,-2,2).

Calculando o médulo do produto vetorial, obtemos,

lu x v =2, -2, 2)|= V@) +(2)+(2)%= V12 =243
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No lado direito da igualdade dada temos:

lu| = |2, 2, 0)|= V(2)*+(2)4(0)=y/8=2+/2

o] = [0, 1, D|=+/ (0> +(1)*+(1)?=4/2.

Para prosseguir e calcular o seno do angulo entre os vetores U e v precisamos
calcular o referido angulo, assim, iniciamos calculando o produto escalar entre i e v:

u-v=(22,0)-(0,1,1) = (2)(0)+2)(1)+0)(1)=2

e sendo

Bzcos_l(Ju)
Jul [v]
temos
-1 2 -1 1
= —=r=r|= = |=60°.
0 =cos ((2«/5)(\/5)) Ccos (2)
Se 6=60° entao:

sen(60 °)=—3
2
e assim:
2

|u||v|sen<e)=<m)<@(ﬁ)=2@:|uxv|

4.2.5.3 Interpretacdo Geométrica do Médulo do Produto Vetorial

Sejam dois vetores tridimensionais # e v, ndo nulos e ndo paralelos, logo, eles
determinam um paralelogramo, tal como especificado na Figura 51.

Figura 51 - Paralelogramo determinado pelos vetores ue v

Fonte: Adaptacdo de Venturini (2015, p. 111).
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Pela Geometria Plana temos que a d4rea de um paralelogramo € definida pela férmula
A =bh, onde, neste caso temos b=|u|e como sen (6 ):ﬁ escrevemos h = |v| sen(®).

Assim, a formula Ap:bh passa a ser escrita como:
A= |u] [v] sen(e)
que € justamente a definicdo do médulo do produto vetorial entre u e v, entdo,
podemos concluir que
A=luxvl

Pela Figura 51 (ou pela Figura ao lado) ainda
podemos observar que metade do paralelogramo
é um tridngulo determinado pelos vetores u e v.
Concluimos, portanto, que a rea de um triangulo
definido a partir de dois vetores tridimensionais
pode ser calculada através da férmula:

Exemplo 1: Um paralelogramo tem um vértice na origem O (0, 0, 0) e dois lados
OAe OB, sendo os pontos A (2,1, 3) e B(2, 1, 1). Calcule a drea do paralelogramo.

o Para determinar a drea do paralelogramo vamos
definir os vetores correspondente aos lados OA e
OB para em seguida calcular o produto vetorial:

u=0A=A-0=(,1,3)-(0,0,0=(2,1,3)
v=0B=B-0=(2,1,1)-(0,0,0)=(2,1, 1)

e assim:
i j k
uxv=2 1 3|=i+6j+2k—2k—-2j-3i
2 11

de onde obtemos
uxv=-2i+4j=(-2,4,0)

logo
—

A= | ux v [=y(=2)2+(4)+(0)’=4/20 =25

e portanto, a drea do paralelogramo é 2«/5 u.a. (unidades de area).
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Exemplo 2: Os vértices de um tridngulo sao os pontos A(1,2,1), B(1, 3,3) e C(1,6,1).
Determine a altura relativa ao vértice B.

Pelas formulas da Geometria Plana temos que

ATZ(_base)(zaltura) =A,

_lac]h
2

e pela Algebra Linear podemos adotar

_|ABx AC|

A
’ 2
Igualando as duas expressdes obtemos:

|AC|h _|ABx AC|
2 2

e assim, procurando isolar / (altura relativa ao lado AC), escrevemos

_|ABx AC|

h
lac]

Basta entdo calcular estes dois moédulos. Iniciamos determinando os vetores
AB e ACpara célculo do produto vetorial:

AB=B-A=(1,3,3)-(1,2, 1)= (0,1, 2)

AC=C-A=(1,6,1)—(1,2,1)= (0, 4, 0)
i j k

ABxAC=|0 1 2|=—8i=(-8,0,0)
0 4 0

e entdo os modulos serdo,
JAB x AC|= [-8)*+(0)2+(0)?=8
JAC|=A[0)+(4)2+(0)2= 4
com isso,

:|AB><AC|:§_2

h =
|AC| 4

ou seja, a medida da altura relativa ao lado AC corresponde a 2 u.m. (unidades de
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4.2.6 Produto Misto

O produto misto de trés vetores i, V e w no espaco tridimensional € um niimero
real, denotado e definido por [ui, v, w]=u - (v x w).

4.2.6.1 Expressao Cartesiana do Produto Misto

Sejam u=(u ,u U ), v=(v,v U e w=(w,w, W, ) trés vetores do espago tridimensional.
Entao:

i j k
VXw=\v, v, U, :(vywz—vzwy)i+(vxwz—wxvz)j+(vxwy—wxvy)k
w, w, w

ou entao,

vxw:(vw—vw,vw—vw,vw—wvy)
Yy oz z Ty’ Tx Tz x "z Tx7y X

e assim, temos para o produto interno a expressao,

w(v<w)=u (v, w—v,w)+u, (wy,— vw,)+u,(v, w,—w,v,)

Sendo que esta expressao u - (vxw) é igual ao desenvolvimento do determinante,

u o u, u
v, v, U,
w, w, w,

entao definimos
U,

[, v, wW=w(vx w=|vp

X

RS
E= =
NS NQ N:

ou seja, o calculo do produto misto de trés vetores tridimensionais pode ser expresso
pelo determinante das componentes dos vetores.
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Exemplo: Calcule o produto misto dos vetores u=(2, 3, 7), v=(0,-1, 3) e w=(1, 5, 2)

2 3 7
lu, v, w=w(vxw=l0 -1 3
1 5 2

[u, v, w] = (2)(-1)(2)+(3)(3) (1)+(7) (0) (5)-(1) (1) (7)—(5) (3) (2)-(2) (0) (3)
[u, v, w] = -4+9+0+7-30-0
[u,v, w/=-18

4.2.6.2 Propriedades do Produto Misto

1°) [u, v, w]=0 se e somente se um dos trés vetores € o vetor nulo ou se os vetores
sdo coplanares.

2°) [u, v, wi=- [v, u, wi= [v, w, uj=...

3°) [u+p, v, wi= [u, v, wi+[p, v, W]

4°) [au, v, w]= alu, v, w]

4.2.6.3 Interpretacdo Geométrica do Médulo do Produto Misto:
Volume de um Paralelepipedo

Sejam u :(ux, u, uz), v :(vx, v, l}z) ew :(wx, w, wz) trés vetores nao coplanares do
espagco tridimensional, aplicados a um mesmo ponto A. O volume Vdo paralelepipedo
determinado pelos vetores e v (veja Figura 52) éigual a drea da base (paralelogramo
definido por u e v multiplicada pela altura h, assim: V=Sh.

Figura 52 - Paralelepipedo determinado pelos vetores u, ve w

uxyv

Fonte: Adaptacgao de Cruz.

Sendo 6 o0 angulo entre we U x v temos que

h

cos(0)=—
Wl

e assim

h=|w| |cos ()|

LICENCIATURA EM COMPUTAQKO‘MateméticaH <117



substituindo a expressdo para cos (0), considerando os vetoresw e u x v,
escrevemos

h:|w| |u>< v|

entdo, como a drea do paralelogramo (definido pelos vetores # e v) é S= |u x v|
escrevemos que o volume do paralelepipedo (4rea da base vezes altura) determinado
pelos vetores i, ve wé

veluof 2t

simplificando os termos
V=|(uxv) w|
ou entao
V=|[u, v, wl|
que corresponde, portanto, ao produto misto dos vetores U, Ve w.

Exemplo: Dado o paralelepipedo definido pelos vetores u=BC, v=BAe w=BH,
conforme figura a seguir. Calcule o volume do referido paralelepipedo.

Y % A=(1,3,0)

B=(1,1,0)
C=(4,1,0)
D=(4,3,0)
E=(3,0,2)
F=(3,22
G=(0,2,2)
H=(0,0,2)

Primeiramente vamos definir as coordenadas dos vetores u, v e w. Temos:
u=BC=C-B=(4,1,0-(1,1,0)=(3,0,0)

v=BA=A-B=(1, 3,0)-(1, 1, 0)=(0, 2, 0)
w=BH=H-B= (0,0, 2)-(1,1,0)=(-1,-1, 2)
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Definidos os vetores u, ve wpassamos a calcular o produto misto entre eles:

3 0 O
(wv,w=l0 2 o0=12
-1 -1 2

lembrando da 82 propriedade dos determinantes que afirma que se todos os
elementos de uma matriz quadrada situados de um mesmo lado da diagonal
principal forem nulos, o determinante da matriz serd igual ao produto dos elementos
da diagonal principal.

Portanto, o volume do paralelepipedo da figura dada é V=|[u,v,w]|=[12|= 12 u.v.

(@) ATENGAO

Também podemos calcular o volume de um tetraedro
determinado pelos vetores u, ve w.

Pela Geometria Plana sabemos que o volume de um tetraedro é calculado por:

V.= % (4rea da base do tetraedro) (altura)

assim, em decorréncia do item anterior, sendo S a drea da base do paralelepipedo
escrevemos

V.= é(é)(altura)

Vi==(S)(altura)

e portanto,

VTzéV

ou seja, o volume de um tetraedro corresponde a um sexto do volume V de um
paralelepipedo determinado pelos vetores &, ve w.

Na Figura 53 temos 0 esboco de um tetraedro definido a partir dos vetores
u, ve w.Veja que a area da base do referido tetraedro corresponde a metade da
drea da base do paralelepipedo, e que em termos de volume, temos que volume de
um tetraedro corresponde a um sexto do volume do paralelepipedo.
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Figura 53 - Tetraedro definido pelos vetores u, ve w

Fonte: Adaptacao de Cruz.

Exemplo: Determine o volume do tetraedro de vértices A=(2,1,1), B=(2,4,4) e
C=(3,2,1) e D=(1,4,1) esbocado na figura a seguir.

A y

Os trés vetores que determinam este tetraedro poderiam ser:
u=AB=B-A=(2,4,4)-(2,1,1)=(0, 3, 3)
v=AC=C-A=(3,2,1)-(2,1,1)=(1,1,0)

w=AD=D-A=(1,4,1)-2,1,1)=(-1,3,0)

Definidos os vetores e passamos a calcular o produto misto entre eles:

0 3 3
lu,v,w=| 1 1 0/=0+0+9+3—-0-0=12
-1 30

e assim o volume do tetraedro é:

_[wow] _nal_
VT_ 6 —?—Zu.v.
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Atividades - Unidade 4

1) (VENTURI, 2015, p. 75) No tetraedro e no paralelepipedo retangulo das figuras
a seguir, determinar a soma dos respectivos trés vetores representados por suas
imagens geométricas.

a) b) G
Ve

2) Os vetores U, Ve w estao especificados na figura a seguir. Sendo que v=(1,2,0)
e u=(3,0,3), entao determine as coordenadas do vetor w.

3) Dados os pontos A=(2,1), B=(4,-1) e C=(-2,0) no plano cartesiano. Calcular o
vetor resultante da soma dos vetores u=ACe v=AB.

[ LB

4) Conhecidos os vetores # =(1,2,0), v=(2,-1,1) e w=(2,0,-6), calcular:

al2u-3v+w
b)2(u+v)-(w-v)

c)%w+-3(u—3v)
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5) Dados dois vetores no plano xy, u= (4, 3) e v=(3, 6), determinar:
a) o vetor soma U+v
b) o médulo do vetor u+v
¢) o versor do vetor v
d) esbogo gréfico dos vetores u, ve u+v.
6) Dados os vetores u= (-2, 3), v=(3, 2) e w= (4, -2):
a) represente-os graficamente;
b) determine graficamente o vetor u+v

c) determine o vetor 2u-3v+w

7) Encontre o valor de m1 para que o vetor v= (m,—2) tenha mddulo 4.

8) Calcular os valores de a para que o vetor u=( a, %) seja unitério.

9) Dados os vetores u= (-2, 1,0), v=(1,5,2) e w= (-2, 1, 5), determine:

a) arepresentacao grafica do vetor v
b) determinar u+v+w

10) (Adaptacao de Fisica EVESTIBULAR) Umabola de bilhar sofre quatro deslocamentos
sucessivos. Acompanhe na ilustracdo abaixo a posicao inicial e final da referida bola.

Posicdo Final

Posicdo Inicial
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Os deslocamentos sofridos pela bola estao representados pelos vetores d , d,, d3
e d4 apresentados no diagrama abaixo. Determine o vetor S correspondente ao
deslocamento resultante da bola em relacdo ao ponto de origem.

11) Considere o triangulo cujos vértices estdo situados nas extremidades dos vetores
esbocados na figura abaixo

a) estabeleca os vetores correspondentes aos trés lados do tridngulo.
b) qual é o valor do perimetro deste tridngulo?

"~

y
4

12) Dados dois vetores u=(1, -1, 2) e w=(10, 2, -4), determine:

a) o angulo entre os vetores e w
b) o comprimento do vetor w

13) Qual a medida do angulo interno B do triangulo ABC, para A=(2, 2, 2),
B=(4,0,4) e C=(2,6,6)?
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14) Observe os tridngulos esbogados nos graficos a seguir. Através do calculo de
vetores, estabeleca o valor correspondente para drea de cada regido triangular.

a) ? b) 4
3 B¢ c 3 €
2 2 8

15) Faca no GeoGebra o esboco da regido triangular dada pelos pontos A=(—4,-10),
B=(2, 6) e C=(14, -10) e calcule utilizando vetores a area da regido triangular.

16) Encontrar o volume do paralelepipedo de arestas AB, ACe ADsendo A=(0,2,2),
B=(2,2,2),C=(2,0,4) e D=(4,6,6) .

17) Dados u=(6,-2,4), v=(4,2,0) e w= (0, 2, -2) calcular (u x v)- (v x w).

18) Calcule o volume do paralelepipedo da figura abaixo.

4

G (0,0,5)
H (3,0,5)
F(0,4,5)
E(3,4,5)
GF
H
A(0,0,0) C
B (3,0,0)
€ (0,4,0) y
D (3,4,0)
D
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19) Dada a figura do paralelepipedo determine:

a) as componentes do vetor GIrepresentado na figura.
b) represente (no espaco tridimensional) um vetor equivalente ao representado
na figura, com seu ponto inicial na origem.

G=(1,02)
H=(3,0.2)
F=(322)
E=(1,22)

LICENCIATURA EM COMPUTAGAO| Matemitica IT 125



Respostas das atividades
1) a) AD b) OF

2Q)w=(-2,2,-3)

3) S=u+v=(-2,-3)

4) a)(-2,7,-9) b)(6, 1,9) c) (-14, 15, -12)

5) a)(7,9) b)v130 ¢ LS’

d) Gréfico elaborado no software GeoGebra:

il

10

a 24
4
- /
rd !
o
B !
& P y i
/
F g
'
4 /

6) a)Na figura a seguir as imagens geométricas dos vetores #=(-2, 3), v=(3, 2) e
w=(4,-2)
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o) 2u-3v+w=(-9,-2)

7) m= 12\/3T

8) d:i@

9) a) Na figura a seguir a imagem geométrica do vetor v=(1,5,2). Observe que no
eixo x temos 1 ©.m., no eixo ytemos 5 U.M. e no eixo z temos 2 U.m.

b)(-3,7,7)
10) S=(4, 2)
11) a) u=3,2), v=(2,-2) e w=(-5,2) b)P=v13+ v/8+5=11,44 u.m.
12) a) 6= 90° b) 2+/30
13) 0 = 58,520
9
14)a)A=6u.a. b)A= 5 u.a.

15) A= 144 u.a.

€7 GeoGebra - [m] x

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

G ALAEElS] <N =0 -
o X =

» Janela de Algebra ¥ Janela de
Parto

A
°
i

a=2
e
£

® A=(4,10)
® B=(2,6)
- @ C=(14,-10) 4
Segmento
~ @ a=20

@® b=18

® c=17.09
Tridngulo

® area=144

drea= 144

Entrada:
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16) 32

17) (u x v)-(v x w)=-4i+8j+12k=(-4,8,12)
18) V=60 u.v.

19) a) GI=I-G= (3, 2, 2)-(1, 0, 2)=(2, 2, 0)

b) A imagem geométrica de um vetor equivalente ao vetor GI, com ponto inicial
na origem, estd exposta na figura a seguir.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao finalizar os capitulos deste livro esperamos ter cumprido com plenitude o ob-
jetivo da disciplina Matemaética 11 do Curso de Licenciatura em Computacao, que
previa a aplicacdo dos fundamentos de Algebra Linear na solucéo de problemas.
Dividimos a totalidade dos tépicos a serem estudados na disciplina em quatro
grandes capitulos: Matrizes, Determinantes, Sistemas Lineares e Vetores, sendo que
procuramos trabalhar cada um destes tépicos a partir de exemplos e abordagens
de uso do software GeoGebra.

Em cada um dos quatro capitulos disponibilizamos uma série de atividades, no
intuito de despertar a criatividade, o esforco reflexivo, a capacidade de interpretacao
e o raciocinio légico dos académicos.

Nossa forma de organizar os contetidos dos capitulos do livro esteve focada na
aprendizagem matemadtica, e esperamos que o texto e a disciplina como um todo
possam ter realmente proporcionado interagdes entre os académicos, troca de
ideias, compartilhamento das solu¢des encontradas para os problemas propostos
e exposic¢do de raciocinio, que sao acdes que em nosso ponto de vista constituem
o “fazer” matemadtica na Educacao a Distancia.

Fica a certeza de que a base matemadtica trabalhada no decorrer da disciplina
de Matematica II serd um diferencial para os académicos que almejam sucesso
ao longo das demais disciplinas da grade curricular do Curso de Licenciatura em
Computacdo. A Matemadtica, aliada a Computacao, é uma linguagem imprescindivel.
Nao ha como imaginar um profissional da Licenciatura em Computacdo atuando
sem que seja conhecedor dos conhecimentos basicos abordados neste livro.
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