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FiISICA — LICENCIATURA A DISTANCIA
CALCULO INTEGRAL

OBJETIVO

+ Compreender e aplicar as técnicas do Calculo Integral para fun-
¢Oes reais de uma variavel real, dando énfase as suas aplicagdes.

Carga horaria: 75 horas/aula

PROGRAMA
Unidade 1 - Func¢des Implicitas e Transcendentais
1.1 — Aregra da cadeia e derivacdo implicita.
1.2 — Derivada de fun¢des logaritmicas.
1.3 - Derivada de funcdes trigonométricas.
1.4 — Derivada de fungdes trigonométricas inversas.
1.4 — Regra de L'Hopital.

Unidade 2 - Integracao
2.1 - Nocdo intuitiva de integral.
2.2 - Integral indefinida: integrais por substituicdo e integra-
¢do por partes.
2.3 —Integral definida: teorema fundamental do calculo, teore-
ma do valor médio e substituicdo em integrais definidas.
2.4 — Movimento retilineo usando integrais: grafico v(t) versus
t e queda de um corpo com resisténcia do ar.

Unidade 3 - Aplicacdes de Integrais
3.1 - Area entre duas curvas.
3.2 — Comprimento de curvas planas.
3.3 —Volumes por fatiamento.
3.4 —Volume usando cascas cilindricas.

BIBLIOGRAFIA
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UNIDADE 1

FUNgaES IMPLICITAS E TRANSCENDENTAIS

Nesta primeira unidade, vamos continuar o estudo das derivadas
que iniciou no Curso de Limites e Derivadas. Vocé ja viu grande
parte daquilo que serd tratado nesta unidade, no entanto, conside-
ramos que a repeticdo servira para fixar os conhecimentos e tam-
bém auxiliard no entendimento dos conceitos aprendidos nestas
altimas semanas.

Vamos tratar de derivadas de funcdes implicitas (fungdes em
que ndo é possivel isolar uma varidvel em funcdo da outra, exem-
plo: 2>+ xy + 2y =5, e funcdes transcendentais (estas sdo
funcdes em que as varidveis estdo sujeitas a operagdes de expo-
nenciagao, logaritmo, trigonométrica, entre outras, por exemplo:
flay =2z + sen(z).

Como vocé pode ver, esta Unidade sera de facil compreensao,
jd que ha dois meses estamos estudando derivadas.

1.1. A REGRA DA CADEIAE DERIVAQRO IMPLICITA

Considere uma fungdo composta, ou seja, uma funcdao de uma
funcdo, simbolizada por gof(x) ou g(f(x)). A pergunta é: como po-
demos obter a derivada da funcdo composta gof(x) em relagdo a
x? Uma forma de fazermos isso é obter a fun¢do composta g(f(x))
como uma fung¢do de x, ou seja, transformando-a em uma g(x). No
entanto, esse procedimento, além de desnecessario, pode ser um
tanto trabalhoso. Aqui vamos aprender uma regra, conhecida como
regra da cadeia, que estabelece uma forma de obter a derivada da
funcdo composta em termos das fungdes elementares f e g.

Para compreender a regra da cadeia, basta acompanhar o es-
quema abaixo (observe o rigor da linguagem):

Seja y=g(u) e u = f(x), considerando que existem
as derivadas d-y/du e d’ii-/d-T, entdo a funcao composta

y = gof(x) = g(f(x))tem a derivada dada por:

d ly du , ) !
% = %% ou ¥'(x) =y (u)u'(z).

(Estas duas ultimas férmulas representam a mesma operagdo, mu-
dando somente a notacao.




FiISICA — LICENCIATURA A DISTANCIA
CALCULO INTEGRAL

E comum a utilizacdo de y' (ipsilon linha) para designar a deriva-
da da fungdo y em relacdo a variavel x. Em alguns casos, é mais con-
veniente deixar explicitas as varidveis e representar a derivada es-
crevendo diretamente a razdo incremental dy/dx, como feito acima.

EXERCICIO RESOLVIDO 1

4 : :
Sendo Yy =U e u =4 — 2% use a regra da cadeia para calcular
a derivada da funcdo y em relacdo 8 x, dy/dx.

Solugdo

Poderiamos simplesmente substituir © na funcdo y e obter
y = f(x) e fazendo a derivada como ja aprendemos na outra dis-
ciplina de Calculo. Agui, no entanto, vamos usar a técnica explana-
da acima, que, por sinal, fica mais simples. Vamos La:

dy 5 du
— =4 — = -2z,
T ule o v
assim:
dy  dydu 3 5
=TT 4d(—22) = —8zuf
dr  dudz (=22) o

substituindo a fun¢do u, obtemos:

= = —8zx(4 — 2*)*

EXERCICIO RESOLVIDO 2
Neste exercicio, vamos utilizar a regra da cadeia de outra maneira.
Dada uma funcao "ndo tdo simples”, a operacao de derivacdo é
facilitada se a transformarmos em duas func¢des simples.

Encontre a derivada da funcao:

y=v3x3+1

Solugdo
Primeiro vamos transforma-la em uma fungdo composta na seguin-
te forma:

y=u e w=3z"+1

O célculo das derivadas fica tdo simples que vamos deixar
para vocé encontrar a solugdo:

dy 32
dx /(323 + 1)2
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1.2. DERIVADA DE FUNCOES LOGARITMICAS

Qual é aderivada dafunggoy = In(z*)? Edafuncioy = logy(z?)?
E isso que vamos aprender nesta se¢go.

Vamos iniciar obtendo a derivada do logaritmo natural de x,
y(x) = In(x), partindo da defini¢do de derivada:

dy . Ay . ylz+Az) —y(z)
dv Ahalgu Az -_\1}}1}{1 Az
— lim In(x + Az) — In(x) ‘
Ar—0 Az

Por questao de praticidade, vamos, em alguns momentos, usar
h no lugar de Az, alias isso € comum em muitos livros de célculo.

Usando as propriedades dos logaritmos, a equacao acima
pode ser escrita como:

dy = lim %[n (I + h)

dx h—0

T
.1 h
= lim —=In (1 1 —)
h—0 h xT
Usando uma variavel auxiliar, v = h/*;: e verificando que, se h
tende a zero, 0 mesmo ocorre com v, assim:
dy 1
— = lim—In(l+4+v
dx v—0 TV ( )
1. .
= —limin(1+ ”U)m'
T v—=0

Como a fungdo logaritmo é continua para valores de v maiores
que zero, o limite do logaritmo é o logaritmo do limite, assim:
d 1 . ‘
X _ Zin (lnn(l + fv)”")
dr = v—0
O limite entre parénteses, como também vocé ja deve ter visto
(VER NOTA AO LADO), é:

lim(1+v)"/" = ¢

v—0

Como [n(e) = 1 pois e é a base do logaritmo neperiano, en-
tdo, finalmente, temos que:

4 (Inz) = !

dx T

ﬁCONTEODO RELACIONADO

Nota: No final desta Unidade, ha
uma se¢do dedicada ao célculo
deste e de outros limites. Se mesmo
assim vocé ndo estiver convencido
do valor do limite, faga o grafico da
fungdo e verifique que, em torno de
zero, a fungdo tem o valor 2,71828
que é a base dos logaritmos nepe-
rianos (e).
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Se no lugar da funcdo y=In(x) tivéssemos o logaritmo de uma
fungdo genérica de x, y = In(f(x)) a derivada, neste caso, seria:

['(z)

f(z)

ou seja, é a derivada da fungao sobre a func¢do. Seria capaz de de-
monstrar a derivada acima?

d
= (in f(2) =

VVamos agora obter a derivada de uma funcdo logaritmica com
base b ou seja, y = logy, . Como sabemos y = log;, « significa
que x = b?. Tomando o logaritmo natural dessa equacdo, vem:

Inz=Inbt’ =ylnb ou y=Inz/Ind.

Observe que foi recuperada a funcdo In(x), pois In(b) é uma
constante. Daqui em diante, vale a regra obtida no item anterior
para as fungdes do logaritmo neperiano.

1.3. DERIVADAS DE FUN§6ES TRIGONOMETRICAS

Abaixo, vocé encontrara uma tabela com as derivadas das fun¢des
trigonométricas. Agora vamos demonstrar o item (a) partindo da
definicdo de derivada.

Sendo y = sen(x), vem:

, . sen(x + Ax) — sen(x)
v = 1
J Arso Ax
. sen(x)cos(Azx) + sen(Ax)cos(z) — sen(x)
= lim
Axr—=0 Az

Trabalhando um pouco na equagdo acima, facilmente chega-se a:

) . sen(Ax) . cos(Ax)—1
Y = cos(a) fim, =3 +oen(o) Jim,
—_— ~ ~~ d
A B

Os limites A e B s3o respectivamente 1 (um) e O (zero) (VER ™ conNTEGDO RELACIONADO

NOTA AO LADO). Nota: Esses valores serdo obtidos
na se¢ao 1.5, mas vocé pode fazer
o grafico das funcdes e observar o

Assim, chegamos na fung¢ao que é a derivada de seno de x: N
valor da fun¢ao em torno de zero.

d
—sen(x) = cos(x).

dx
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y = sen(x) y’=cos(x)
y = cos(x) y’ = —sen(x)
Y =1g(x) y'=sec’(x)
y = cot (x) y’ = —cossec?(x)
y = sec(x) y’=sec(x)tg(x)
y = cossec(x) y’ = —cossec(x)cotg(x)

Tabela 1: Derivadas das func¢des trigonométricas

EXERCICIOS RESOLVIDO 3
Calcule a derivada da funcao: y = sen(3z?).

Solugdo
Usando a regra da cadeia, toma-se:

y=sen(u) e u=3z
As derivadas sao:

d d
. cos(u) e g

du

Entdo: o = 6z cos(32?)

1.4. DERIVADAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS

Novamente, vamos iniciar com uma pequena tabela de derivadas,
ndo se preocupe em decora-la, o uso continuado vai facilitar a sua
memorizagao.

y = arcsen(x) y = Jll—ﬁ
y = arccos(x) y = \/%
o = 1
y = arctg(x) Y =192
0 = =1
y = arccot(x) Y =152
' 1
Yy =——, |z|>1
y = arecsee(x) Y ||va2=1 " |
o = —1 .
y = arccossec(x) Y = ovar=1 2| > 1

Tabela 2: Integrais de fun¢des trigonométricas inversas

Vamos mostrar, como antes, o item (a): yy = a-rcse'n.(x) (lé-se:
y é 0 arco cujo seno é x). Primeiro vamos nos dar conta de que a fun-

10
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¢doy tem o dominio e imagem nos intervalos [-1,1]e [—7 /2, m/2]
respectivamente.

Vamos escrever a fun¢do inversa da fungaoy, que é x = sen (y)
veja nota abaixo. Entdo, vamos derivar x em relagdo a y:

dx ,

3 = oW

A relacdo entre os diferenciais dx e dy, pode ser invertida, assim:

dy 1 1
dz  cos(y) 1 — sen?(y)
Como sen(z) = z, vem: @ atengio
Nota: Algumas vezes vocé vai
d 1

—a'r"cse?'e,(:{.r) — encont.rar_ a seguinte notagao:

dx 1 — 2 x = f~Y(y). que significa funcao
inversa de y — ndo tem nada a ver
com o inverso da funcao, l/f(y)

EXERCICIO RESOLVIDO &
Calcule a derivada da funcdo: y = arcsen(2z” — 1)

Solugdo
Vamos aproveitar para usar a regra da cadeia e escrever:

y = arcsen(u) onde u=2z"—1

Y(2) = ¢ (u)i(z) = =62

1.5. REGRA DE L'HOPITAL

Aregra de L'Hopital apresenta um método geral para obter o limite
de fungdes que tém como resultado indeterminagdes, 0/0, oo /oo €
outras. Esta regra estabelece uma forma para calcular limites com
0 uso de derivadas.

VVamos apresentar uma prova, ndo muito rigorosa, do caso em
que o limite de uma fragdo entre duas fung¢des (%) quando x
glx

=

tende para o valor a, tem como resultado a indeterminacao .

11
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Inicialmente, vamos verificar que, dada a funcdo no ponto x,
f(x), podemos obter a funcdo no ponto x+h, f(x+h), veja a figura
abaixo. Podemos escrever:

fle+h)=flz)+d

d pode ser aproximado por htg#, para o caso em que h for muito
pequeno (ou em “matematiqués” tender a zero). Como vocé deve
lembrar-se da disciplina de Limites e Derivadas, a interpretagdo
geométrica da derivada em um dado ponto é a inclinagcdo da reta
tangente a curva nesse ponto. Em outras palavras, a tangente do
angulo f é a derivada da funcdo no ponto x. Assim:

flx+h)= f(x)+ htgd = f(z)+ hf'(z)

O que queremos é calcular o limite de uma relagdo entre duas
fungdes. Usando a equagdo acima podemos escrever:

[@) @) +hf' ()
o) ~ g(@) +hg'(@)

Tomando o limite para x tendendo ao valor a, vem:

i £@) i (@) +hf (@)

~
—~

roa g(z) e gla) + hy'(a)

(1)

A
fix)
flx+h) =
d
f(x) g
g
0 X x+h X

Figura 1.1
A condicdo que nos interessa € aquela em que o limite da rela-

¢do entre f(x) e g(x) produza uma indeterminacdo, ou seja, quando
x tende para a, ambas as func¢des sdo nulas:

lim, ., f(z) = f(a) = 0elim, ., g(x) = g(a) = 0.

12
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Nessa condic¢do, temos uma indeterminacao tipo 0/0:

. flz) 0
2@ 0

Com essa condigao:

lim /(@) ~ 1 w ~ lim w

a _q(a*:) a—a () + h_g’(a.) r—a h.g'(a)

Podemos simplificar h, assim:

limm lix f(a)

~
~

r—=a g(x) ;1-'—3(1: q (a)

Mostramos que o limite da fracdo entre as funcdes é igual ao
limite da fragdo entre as derivadas das fun¢des, no caso em que
ambas as fun¢des forem nulas no ponto em questdo.

Uma receita para calcular limites usando derivadas pode ser
encontrada no nosso Livro Texto (ndo deixe de lé-lo, é um livro
agradavel, simples e vai auxilid-lo na compreensao do que estamos
aprendendo nesta unidade).

flx)

Passo1 — Verifique que lim,_., o) é uma forma indeterminada
0/0; '

Passo 2 — Derive separadamente as fungdes f(x) e g(x);
I'(x)

Passo 3 — Calcule o limite de =——=. Sendo este limite finito, €

7@
1)

ou —x, entdo este é igual ao limite de ——.

g(x)

Vamos agora a uma série de exercicios resolvidos, que poderao
ser encontrados no Livro Texto, como exemplo resolvido ou exer-
cicio propostos, que ilustrardo a aplicacao da Regra de L'Hopital.
Esta regra é valida para varios outros tipos de indeterminacdes,
tais como: 00 /00, 0.00 00 — 00 0% oc! e 17 Lembre que esta
forma de calcular Limiteé (usando (’jerilvadas) somente € valida para
0s €asos em que ha uma indeterminacdo, ndo vale, desculpem a
insisténcia, como uma regra geral do calculo de limites.

EXERCiCIO RESOLVIDO 5
Obtenha o limite da funcao:

fla) =2

para o caso de x tender a zero. Essa é uma fun¢do que vocé vai
encontrar muitas vezes durante o curso de Fisica.

sen(x)

13
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Solugdo
Como pode ser facilmente verificado, é o caso da indeterminacdo
0/0. Entdo, vamos usar a Regra de L'Hopital:
d

_ . Lsen(x) . cos(x

lim f(z) = lim d’l,i = lim #

r—0 r—0 {—ZIT r—0

dx

como cos(0) é igual a 1, ndo ha mais a indeterminacdo e podemos
escrever que:

. senlx
lim L =1.
r—0 €T
EXERCiCIO RESOLVIDO 6
Calcular o limite:
n
lim —
r—o0 et

Solugdo
Este é o caso da indeterminacdo oo/oo. A aplicacdo da Regra nos
leva a:
) : L . 'Tl-.“l?”_l
lim — = lim ——,
r—o0 el =00 e
Que continua com a mesma indeterminagdo, o que fazer neste
caso? Nada mais do que continuar o processo até que a indetermi-
nacdo seja levantada (levantada é o termo correto, mas podemos
dizer, sem maiores problemas, “até a indeterminacdo ser elimina-
da”). Para isto acontecer, basta aplicar n vezes a Regra e teremos:
ox" o o™t n(n—1)a" 2 _
lm —=lm —=lim ————— =--- = lim
r—o0 et r—oo el Tr—00 el r—00
O resultado indica que o crescimento da fun¢do exponencial para
x muito grande, é maior que X", para qualquer n inteiro e positivo.

EXERCICIO RESOLVIDO 7
Encontre o limite da funcao:

para x muito pequeno.

Solugdo

Como x muito pequeno significa x tender a zero, vé-se que esta é
uma indeterminacdo do tipo o0 — 0Q. Para resolvermos este tipo
de problema, vamos colocar a fun¢ao sob o mesmo denominador,
com isso caimos (ndo se assuste esse é o termo usado) em uma
indeterminacdo 0/0, daf em diante tudo fica facil outra vez.

14
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=0\ 1 el — 1

1 1 o]y
lli11(1]f(:£) = lim (— - ) = lim ¥

Aplicando L'Hopital:

) ) e.r _ 1
lim f(z) = lim ——
x—0 a—0 et — 1 4 xe
que continua como 0/0, entdo, basta continuar com a aplicacdo
da regra:

T
. . . € .
lim f(z) = lim ———— = Iin
=0 r—0 e,i + xe.? + e.]‘ r—s

( 1)!
y= |1+~
z)

obtery para x muito grande.

1
n = -
024+2x 2

EXERCICIO RESOLVIDO 8
Dada a funcdo:

Solugdo

Esta é uma indeterminagdo do tipo 1%, pois x muito grande signi-
fica x tender para o infinito. A solu¢do deste problema é um pouco
mais elaborada. Vamos, inicialmente, tomar o logaritmo neperiano
(In) de ambos os lados e, na seqliéncia, calcular o limite.

In(y) =In (1 - l) =uxln (1 + l)
x x

Calculando o limite do logaritmo da fun¢do para x tendendo
ao infinito, vemos que a indeterminacdo ficou do tipo 00.0. Para
resolver este tipo de indeterminagdo vamos reescrever a fungao
como uma fragdo:

1 In(141
lim In(y) = lim zIn (1 + —) = lim #
r—00 r—o0 r F—00 I
Agora a indeterminacdo é do tipo 0/0. Assim:
—1/2?
1
lim In(y) = lim z_ — lim =1
riwx (y) .'r—1>o<;- —1/5(,‘2 i—1>0<« 1+ %

Mostramos que lim,_,~. Iny tende a 1, como ja vimos para
fungdes continuas é valido afirmar que o limite do logaritmo é o

logaritmo do limite, assim:
In lim y =1

=0

Pela definicdo de logaritmo temos que o logaritmo da base é
um, entdo o limite de y é a base dos logaritmos neperianos:
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1 T
lm (14+—] =e
i de ] T

Aproveite para mostrar que o limite desta fungdo, quando x
tende a zero, é 1.

EXERCICIO RESOLVIDO 9
Obtenha o limite:

lim x sen(7/x)

T—00
Solugdo
Agora é o caso de indeterminacdo 0c.(). Novamente é simples, pois
queremos obter 0/0 ou 00 /00. Entdo:

L -1
” Mh cos\m/x -5
lim x sen(w/z) = lim M = lim #)*2
=0 Tr—0o E =0 _‘1.2

Portanto:

lim z sen(n/z) =1 .
T—00
EXERCICIO RESOLVIDO 10
Por ultimo uma indeterminacdo do tipo oo?. Calcule o limite da
funcao: _ A/a
Yy=2=x

para x muito grande.

Solugdo
Vamos tomar o logaritmo de ambos os lados e considerar que o
limite do logaritmo é o logaritmo do limite, assim:

In(y) = In(z"/*) = 1J_’:rz,(:r]
T

Agora vamos tomar o limite:

1
In(y) = lim —In(z)
oo T
Como o limite da direita € uma indeterminagao do tipo oo/oc,
aplica-se a regra de L'Hdpital:
1
In(y) = lim £ = lim — =0

T—+00 =00 T

Finalmente, como o logaritmo dey é nulo, implica que y é igual

a1, temos:

lim 2% =1 .
T—C0
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EXERCICIOS PROPOSTOS 1.1

Para facilitar, use uma tabela de derivadas. Sugiro a tabela encon-

trada no "site” http://www.ime.unicamp.br/~msantos/tab-integrais.

pdf, simples, mas perfeitamente adequada ao nosso caso.
Obtenha as derivadas pela regra da cadeia das seguintes funcdes:

OBTENHA AS DERIVADAS PELA REGRA DA CADEIA DAS SEGUINTES FUNGOES RESPOSTA

1 npa"'42r

1/ Vs
L oy= Va4 x? 1L 1 /gy 2)10

2. fix) =(3x’+1) 18x(3x*+1)?
.'I‘—l
3. y= \fxz —2x—|—5 \#;T2—2;r+5
2x

4 flx)=In(x*+3) T3
5. f(x)=sen (x*—1) 32?211‘.0-5’(.’1,'3 — 1)

. 1
6. fix) = arcsec ( e¥) PO
7. y=x%" xe*(2+3x)

sen(x)cosy/ 14cos(x)

2 \/ 1+4cos(x)

8. y=sen (\.’1 + cosx)

9. flx) =tg’(x) 2 tgx sec2x
ENCONTRE OS LIMITES DAS FUNQGES RESPOSTA
) 1 —cos(xz —1)
0. lim | ————F 1
r—1 -
2
. e.{'
11, lim — +00
r—o0 I
. :L.H.
12 lim — 0
r—00 g1
limzlnaz
B 250 0
. 1 1
14 lim | — — — oo
r=0 \z "
lim x*
1. x—0t 1

16.  lim (1 — é) e 3
A0 xT
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Tarefa 1.1
Utilize a regra da cadeia para calcular as derivadas propostas.

1. Obtenha a derivada da fungdo Y em relagdo a &, dy/dz, sendo:

y=u"+1 e u=var+4
Calcule a derivada da funcao:

4r+1

2. y= ¢
' J_En(a:)

3.y = cos’(z)

4y =tg(V/r).e™
tg(x) —1

5. =
y sec(x)

6. y = arctg(z®+ 2).
y = arct Lo
Y= ardg\ T

Tarefa 1.2
Utilize a regra de L'Hopital para calcular os limites propostos.

. r—a
1. lim

r—a " —

. senh(zx
2. lim (=)

=0 sen(x)
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UNIDADE 2

INTEGRACAO

2.1. NOQRO INTUITIVA DE INTEGRAL

Na outra disciplina de matematica, estudamos a operac¢do de deri-
vacao, que também é conhecido como Calculo Diferencial. L3, vi-
mos que 3 derivada de uma funcdo y(x), simbolizada por y/'(z), é
dada pelo limite da razdo incremental:

eyl + Az) —y(z)
y(z) = Alirﬂn Az

Aquivamos estudtar outra operacdo matematica: a integracao.
Primeiramente, vamos dar uma noc¢ao intuitiva desse novo conceito
para, posteriormente, evoluirmos para definicdes mais elaboradas.

2.1.1. 0 METODO DA EXAUSTAO

Vamos iniciar com a bem conhecida equacgao do circulo de raio 1
(um) e tomar o intervalo entre O e 1, ou seja, no primeiro quadrante
cujo dominio é [0,1].

W)= Vioa.

Pergunta-se: como podemos calcular a drea sob a curva?
Para responder essa questdo, vamos usar o chamado método da
exaustao, que, como o nome esta dizendo, é um tanto cansativo/
demorado.

Vamos iniciar supondo que a area pode ser aproximada
pelo quadrado mostrado na figura abaixo.

A
V(%)
1 -

08 4

064

044

024

0 0,2 0.4 0,6 0.8 1 1,2 X

Figura 2.1 — aproximagdo da area por um quadrado
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Esse quadrado tem a base Az = 1 e altura dada pelo va-
lor da funcdo calculada na posicao correspondente a metade da

base. Assim:
AREAI= y(1/2)Ax .

como y(1/2)=+/1-1/4=0,8660 e Az =1, vem:

AREAI=0.8660 .

Como ja sabemos, o resultado dessa area é /4, pois € um
quarto da area de um circulo com raio igual a unidade. Com quatro
€asas apos a virgula, a area deve ser 0,7854. Como se V&, 3 area
estd com valor a maior, 0 que pode ser verificado pela observacao
da Figura 2.1.

Vamos melhorar um pouco dividindo a base em dois, Ax = ¥4,
como mostrado na figura 2.2.

AREA2 = (y(1/4) + y(3/4))Ax,

como Ax = ¥4, temos:

ARFA2 = fl—i-l- /1—2 0,5
16 16

apos algebra elementar temos o resultado:

AREA2 =0,8148

V(x)

1

084

0,64

044

024

Figura 2.2 - aproximacdo da area por dois quadrados.

Continuando o nosso método, na figura 2.3, tomamos Ax
igual a ¥%.. Como antes:

AREA4 = (y(1/8) + v(3/8) + v(5/8) + w(7/8))Ax,
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O resultado é 0,7960. Vocé pode ver que estamos, lentamente,
nos aproximando do valor “correto”, que é, como ja foi dito, 0,7854
(“correto” entre aspas, pois o valor correto € um nlimero real cujo
valor é d/4). Podemos inferir que quanto maior for o nimero de
retangulos mais proximos estaremos do valor exato.

Partindo deste ponto de vista, vamos generalizar a equacado
acima para um nimero genérico de quadrados. A formula acima
pode ser escrita como:

AREA4 = (y(x1) + y(w2) + y(ws) + y(xs)) Az

Essa soma de quatro termos pode ser escrita na notacao de

somatério (ver Nota explicativa no final da Unidade) como:
4

AREA4 =Y y(r))Ax
i=1

Para um nUmero genérico (n) de retangulos, o somatério fica:

mn

AREAn =Y y(z)Ax

i=1

Vi(x)

0,84

0,6 %

044

024

Figura 2.3 - aproximagao da area por quatro quadrados.

Como ja vimos, quanto maior for o nimero de retangulos, mais
proximo estaremos do valor d/4. Qual seria o nimero de retangu-
los que daria valor correto (agora sem aspas)? Um nimero muito
grande, ou seja, quando o ndmero de retangulos tende ao infinito.

Dessa forma, a equacdo acima pode ser escrita como:
o0

AREA = lim Z y(z;) Az

s 1=
E uma soma de infinitos termos infinitamente pequenos.
Essa soma é simbolizada pela letra S espichada (I), assim:

AREA = /y(:{:)d:{:

lé-se "AREA é igual a integral da fungdo y(x)"; dx (diferencial de x)
é o simbolo usado para 4x quando este tende a zero.
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Para sermos mais rigorosos e considerando que a area abaixo
da curva, representada pela funcdo y(x) = v/1 — 22, é calculada
entre os pontos O e 1, a notacdo da integral deve conter essa infor-
macdo. Assim, essa integral é denominada de integral definida no
intervalo [0, 1]. A notacdo tem a seguinte forma:

AREA=| y(x)dx

Repetimos que a varidvel AREA é um nimero que representa
uma area e ndo é uma funcdo de x. AREA é funcdo dos limites de
integragdo, daqui a pouco veremos que esse fato nos permitira de-
finir uma nova funcao.

Acabamos de ver que a operagdo de integracao (ou se vocé
quiser: a integral) representa geometricamente a area abaixo de
uma curva. Vamos, entdo, partir dessa idéia, e calcular algumas are-
as sob curvas representadas por fun¢des simples. Com isso, vamos
dar um passo adiante e tornar a idéia de integral um pouco mais
geral (mais abstrata), em que a integral de f(x) é outra funcdo de x,
a primitiva F(x). Se quiser ter, e eu aconselho, outra forma de ver o
método da exaustao, leia o inicio da Capitulo 6 do Livro Texto.

2.1.2. AREA SOB FUN(s'aES SIMPLES
Vamos calcular agora a area sob uma fungdo muito simples, a fun-
¢do constante, y(x)=C, representada na figura 2.4.

Voo &

C

=V

Figura 2.4 — gréfico da funcdo constante y(x) = C.
A &rea do retangulo de altura C' e base 2’ + a é:

Fi =@ +a)C=Ca'+ Ca

Aqui, vé-se claramente que F1 é proporcional a x’, portanto,
podemos dizer que F1 é uma funcdo de x', ou seja:

Fi(z") =Cx' + Ca
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Vamos, agora, calcular a rea sob a fungdo linear y(x)=ax+b,
mostrada na figura 5, abaixo.

O 3

olo 4
=
<

Figura 2.5 - gréfico da funcdo linear f(x) = ax +b.

A area do triangulo é dada pela metade do produto entre a
base e a altura. Como a base é o comprimento da reta entre —b/a

e x', temos:
F = %(x'— (‘SDJ’(X') = %(X'-F%j(ax'-l-b)

colocando a dependéncia da variavel de forma explicita:

1 b

F,(x")=—ax"+bx'+—

2 a
Agora, observe a tabela abaixo na qual mostramos na primeira
coluna a func¢do constante, f(x')=C, e a linear, f(x')=ax’'+b; na segun-
da coluna, estdo as fungdes que representam as areas F (x') e F,(x')
(como x' é, neste caso, uma varidvel muda, podemos trocar x' por
x sem perda de nenhuma informacao). A terceira coluna é deixada

em branco para que vocé calcule as derivadas de F(x).

Complete a terceira coluna da tabela abaixo.

f(z) F(z) i
C Cr+Ca
ar 4+ b tax® + b + b*/a

Podemos ver que a operacdo de derivacdo das funcdes F(x)
nos levou as funcgdes f(x). Em outras palavras, e sendo um tanto
repetitivo, a operacao derivada recuperou a funcdo inicial.

Para fixar bem esse conceito: dada uma fungdo f(x) que tem
como integral F(x), a derivada de F(x) é a funcdo original f(x).
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Podemos, entdo, afirmar que a operacao de integracdo é inver-
sa a operacdo derivacdo. Adiante, vamos demonstrar este teorema
que é o conhecido "Teorema Fundamental do Calculo”. Aqui o vi-
mos como um caso particular das fun¢des constante e linear.

2.2. INTEGRAL INDEFINIDA

No ultimo pardgrafo do item anterior, vimos que a integral de uma
funcdo f(x) pode ser outra fungdo F(x):

0= [ rwys

Ou seja, a derivada de F(x) recupera a f(x), por isso essa operagdo
de integracdo, integral indefinida, também é chamada de antideriva-
da. Na equacdo acima, esta faltando algo, visto que ndo ha diferencga
entre a derivada de F(x) e de F(x) + C, em que C é uma constante
(a derivada de uma constante é zero). Portanto, a integral acima fica
completa se acrescentarmos uma constante. Dessa maneira:

= /f(x)dx +C

A antiderivada da funcdo f(x), ou integral indefinida, é uma
operacdo que nos fornece a fungdo primitiva F(x) a menos de uma
constante. Diz-se, entdo, que essa operacao nos fornece uma fami-
lia de fung¢des, como muito bem explicado na pagina 360 (Curvas
Integrais) do Livro Texto.

Até aqui, vimos o conceito de integral indefinida, ou de anti-
derivada (essa denominagdo é pouco, quase nunca, usada, mas nos
auxilia muito no calculo das integrais, como veremos a seguir). Da-
qui em diante, vamos aprender a calcular as integrais. Como sem-
pre, iniciando pelas mais simples e incorporando outras técnicas
no decorrer da Disciplina.

Antes de calcular integrais, vamos ver algumas de suas pro-
priedades.

2.2.1. PROPRIEDADES DAS INTEGRAIS INDEFINIDAS

Seja uma fungdo f(x) e uma constante ¢:

= / of (2)da = c]l flx)de = cF(z) + C
2 [1f(e) + glaldz = /f dx+/ g(x)da

- G(z)+C
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Em palavras simples: a primeira propriedade diz que “a integral
de uma constante multiplicada por uma fung¢do é igual a constante
multiplicada pela integral da fungdo”; ou ainda: a constante pode
ser tirada do sinal de integra¢do. O inverso também vale: podemos
passar uma constante para dentro do sinal de integral. A segunda
propriedade diz: “a integral de uma soma é a soma das integrais”.

Vamos agora, finalmente, resolver algumas integrais. Iniciando
com a pergunta: qual a integral de uma constante?

/ Adx =7

usando as propriedades das integrais podemos escrever:

/Ad:z::A/d:c:A/ld:z:'

Lembrando que a operagdo de integracdo é a antiderivada,
perguntamos: qual a fungdo cuja derivada é 1? ... Pense um pouco
antes de ler a proxima frase. Se a funcdo for igual a x (f(x) = x), a
derivada de f(x) é 1, ent3o:

/Ad:c:A:r.+C.

Assim, a integral de uma constante é igual a constante multi-
plicada pela variavel x mais a constante.

Seria capaz de dizer qual é a integral de x? E simples. Basta
responder qual a fungdo cuja derivada tem como resultado x. Se
pensar um pouco vera que é %,{,2 Entdo:

" 1 .
/:rd:x:z;:r:z—l—C

Na mesma linha de funcdes simples, qual a integral de zero? E
facil. Qual a derivada de uma constante? Zero. Entdo, a integral de
zero é uma constante.

E se ndo for uma funcdo simples da qual se pode inferir a inte-
gral? N3o se assuste, para isso existem as Tabelas de Integrais. L3 ha
muitas integrais, mas ndo todas, por isso devemos aprender algumas
técnicas que nos auxiliardo no processo de obter as antiderivadas.

Como sempre, primeiro as simples, aquelas que vocé resolve
usando diretamente uma tabela de integrais. Onde encontrar uma?
Eu achei quatro digitando no "Google” “tabela de integrais”. A pri-
meira, N0 meu caso, é muito boa e doravante serd referida simples-
mente como Tabela. O URL (esse é o nome que se dd a um endere-
¢o na internet, "Uniform Resource Locator”, Localizador Universal
de Recursos) é: http://www.profwillian.com/calculo/Integrais.htm.
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EXERCICIO RESOLVIDO 1
Calcular aintegral: F'(z) = [ 2" 'dx.

Solugdo:
Pergunta-se: qual a fun¢dao que tem como derivada 2"~ 12 Eviden-
temente, é 2", a menos de uma constante é claro. Assim:

| .
F(x)=—-2"+C
n

EXERCiCIO RESOLVIDO 2

4
Calcular aintegral: F(z) = / (Btg(:r) - —) dx.
T

Solugdo:

Vamos utilizar a propriedade das integrais que estabelece que a
integral de uma soma (ou diferenca) é a soma (ou diferenca) das
integrais, assim:

F(;?:):/Stg(x)—f %m:;z/tg(x)dx_gl oz

xT

Verificando na Tabela, podemos ver que estao listadas nos nu-
meros 12 e 3, assim:

F(x) = 3ln|sec(x)| — 4in|z| + C.
Poderiamos parar por aqui, mas, usando as propriedades dos

logaritmos, a resposta final é:
3
sec(x
(«)] ) o

F(z) = In ( ~

EXERCIiCIO RESOLVIDO 3
Calcular aintegral: F'(z) = [ sen(x/2)cos(x/2)dz.

Solugdo

O mais proximo que encontramos na Tabela é a férmula 70. Se subs-
tituirmos, na dita formula, o primeiro termo diverge (é uma divisao
por zero). Entdo, o jeito é lembrar a relacdo trigonométrica para
sen(a + b) (se ndo lembrar podera ir ao URL http://www.mspc.eng.
br/matm/trg110.shtml#rel_som_dif_ang, onde hd uma boa tabela
de relagdes trigonométricas). Tomando a=b, vem que:

1
sen(x/2)cos(x/2) = 3 5ene.
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Verificando novamente a Tabela, vamos encontrar a integral de
seno de x, entdo a integral toma a forma:

F(x) = %/ sen(z)dr = —%cos(:r) +C

i} )

Este exercicio, muito simples, nos mostrou que uma Tabela de
Integrais ndo resolve tudo.

EXERCiCIO RESOLVIDO 4

sec(x)

Calcular a integral: F'(z) = / cos(z)"
Solugdo

Em uma tabela de relagdes trigonométricas (veja outra tabela, mais
simples, em um “site” que tem outras informagdes sobre a discipli-
na de matematica: (http://www.ficharionline.com/ExibeConteudo.
php5?idconteudo=5850), temos que sec(x)=1/cos(x), portanto, a
funcdo a ser integrada pode ser escrita como:

F(x) = / sec?(x)dx
Esta integral é tabelada, formula 8. Entdo:

F(z) = tg(z) + C

2.2.1. INTEGRAIS POR SUBSTITUIQKO

As Tabelas de Integrais mostram fungdes do tipo: sen(x), e, x3, e
muitas outras no mesmo estilo. Como faremos para integrar a fun-
cdo sen(3x)? A técnica de integrar essas e outras funcdes é o que
vamos aprender nesta secao.

A técnica de integracdo por substituicao de varidveis tem o ob-
jetivo, naturalmente, de tornar a funcao mais simples para o calcu-
lo da integral. Como a integral indefinida é a antiderivada, e apren-
demos a regra da cadeia que se aplica para os casos de uma fungao
de funcgdo, aqui faremos o processo inverso. Vejamos: dada uma
funcdo F(u) e u=g(x), aplicando-se a operac¢do derivada, e usando a
regra da cadeia, vem:

dF(u)  dF(u)du
de du dx
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Como u=g(x), podemos, usando uma notag¢do resumida (F'(u) e
g'(x)), escrever:
d

—F(9(x)) = F'(9(x))g(v)

Agora, podemos integrar ambos os lados:

/“F@@mm=fﬁwwmﬂmm

dzr

o termo a esquerda é a integral de uma derivada, que sdo opera-
¢oes inversas, entao:

Floe) +C = [ Flao)g ()i
Como F'(g(x))= f(g(x)), vem:
Flo(a)) +C = [ flg)d@)de
Voltando a variavel u, e considerando que:
g'(x)

du

—@ (3)

temos que o diferencial de u (du) (ver Nota no final da Unidade), é
dado por:

du = ¢'(x)dx

Por fim, a integral toma a forma:
F(u)+C = / flu)du (2)

Comparando as equacgdes (1), (2) e (3), vemos que precisamos
substituir a func¢do, no caso g(x), por uma variavel (u) de forma que
g'(x)dx seja igual a du.

Antes dos exercicios resolvidos, vamos repetir a RECEITA para
uma boa aplicagdo da substituicdo de varidveis para a soluc¢do de
integrais. Esta pode ser encontrada no Livro Texto, pagina 366. In-
sisto em dizer que a leitura do livro, de linguagem acessivel e leitura
agradavel, € muito importante para a fixagao dos conhecimentos.
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#*APLICAQI—\O PRATICA
Receita

1. Tente encontrar no integrando
uma func¢do u=g(x) (normalmente
como argumento de uma raiz, de um
seno, de uma exponencial ... ) que
unido com g'(x) produza uma fung¢do
somente da nova variavel u;

2. Feita a integral, substitua a varia-
vel u por x na funcdo F(u), obtendo
assim a integral desejada F(x).
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EXERCICIO RESOLVIDO 5
Calcule aintegral: f sen(2x)dx

Solugdo
Na Tabela, encontramos a integral de sen(x), entdo a substitui¢do
mais evidente é:

u=2x e o diferencial de u é: du = 2dxr entdo dx = du/?2

Substituindo, na integral, vem:

du -1

/ sen(2z)de = /sen.(u)? = %fsen(u)du = Tcos(u) +C

& &

Agora, se substituirmos a nova variavel, u, pela antiga, x, ob-
temos:

1
F(z) = —500.9(253) +C

EXERCICIO RESOLVIDO 6
Agora, uma integral ndo t3o simples: [ xsen(2z%)dx

Solugdo

Vamos tomar u = 222, que tem como diferencial: du = 4xdz.
Olhando para a integral, observamos que a expressao xdx é pro-
porcional a du, a menos de uma constante, assim:

/m,sen(2m2)d:c = /sen(u)% = }lfse-n.(-u.)du = _Tlcos(u) +C

Substituindo a variavel u, vem:

1 2
F(x) = —Zco.s(Zx') +C

Agora, vamos fazer alguns exercicios em que a substituicao
ndo é tdo evidente.

EXERCiCIO RESOLVIDO 7

Encontre a funcdo F'(z) = [ v/etdx

Solugdo

Neste caso, é suficiente escrever a fungdo v/e* como e/ e temos
um caso extremamente simples. Substituindo-se © = :{:/3, conse-
glientemente: du = d’r/3 Substituindo-se na fung¢do F(x), vem:

/ Verdr = /e""'fad:ﬂ = / e"3du = 3/6”‘0!-1;, =3e"+C

Portanto:

F(x) =3e"? 4+ Cou =3Ver +C
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EXERCICIO RESOLVIDO 8
Calcular aintegral da funcdo f(xz) = (x — 1)y/a + 1 por substitui-
¢do de variaveis.

Solugdo

Vamos pelo obvio: « = @ + 1 e du = dx. Como na fun¢ao ha um
X, temos: ¢ = ¢ — 1. Substituindo na fungdo, vem:

Flu) = / (u — 2)/adu.

Como se V& pouca coisa mudou, mas, se escrevermos
2 . . .
Vu= u!/?, tudo fica mais simples. Vejamos:

F(u) = /(u — 2)udu = /'(11.3’(2 — 2u"?)du

Aqui é suficiente usar as propriedades das integrais e a regra

de integracdo de poténcia (f zdr = ﬁ:r;”‘“) (férmula 2 da
Tabela).
Y. 1/2 1 sn 2 14
Fu) = [ v”“du—2 [ uv/"du = 5——u?"" + +——u?" +C
. . 2+1 1+1
ou
2 25 4 . 2 5 9, 4
F(u) = ;u"” + gu"’ﬂ +C = ;uzum + guuw +C
J J

Fatorando, vem:
T 2
F(u) = 2uu'/? (;—I + 3) +C

Substituindo u, ap6s algebra, chega-se facilmente a:

=£(3:c2—4x—7)\/:r+1+0

F(z) T

Tente, agora, resolver o mesmo exercicio com a seguinte subs-

tituicdo: « + 1 = u®. Com isso veras que a substituicdo, muitas ve-
zes, ndo é unica.

30



FISICA — LICENCIATURA A DISTANCIA

CALCULO INTEGRAL

EXERCICIOS PROPOSTOS 2.1

Use o método da substituicdo de variaveis para resolver as integrais abaixo.

SUGESTAO RESPOSTA
2 21
1. I(xz +1)20.2xdx u=x>+1 (x +1) +C
21
2. Jsen(x+5)dx u=x+5 —cos(x+5)+C
3 x_1)44
3. x—1) d u=x-1 ( C
J(x=1) dx PP e
1
4. J. cos 3xdx u=3x Esen3x +C
3 2. 4
5. _[x(x2+1) dx u=x>+1 (x + ) iC
8
6. ﬁ u=I1-x —1n|l—x|
1-x
7. I sen’ x cos xdx u=sen x sez“x +C
8. I dx -5 Larctg(\/gx)+C
1+ 5x7 U=NX J5
—6x _1 —6x
9. _[e dx u=-6x —e
6
10. thxdx u=cos(x) —ln(cos (.’I’))
Eﬂ\."}
1 = dy
12. [ cos48+2 — sen48 df —3(2- 38?’349)3;2 +C
13, [xy/x— 100 dx
14 [(2x*+ 2x—3)' (2x + 1)dx
xdx
5. f T
2sgc- @
16 "r a+btan®
Inx 1 2 .
17. fmdx (142’ —In(l4+ma?)+C
inZx 1 _ - ;
18, fx—zw dx ;(In4z —In2In(In4x)) + C
19. [ 4773 dx
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TAREFA 2.1

L[ (Vx+2?)da 2. [ (x—{—%)gd:l:

Resolva por substituicdo de varidveis

3. [ cos(ax)dx 4 [ xe® da
Inx S5dx

5. [ 5y da 6.f 5ot

7.fsin2$cosxd$ 8.f %dm

Qudx In®
9f \/m 10.f _;1: dZIZ

dax xdx
11.f y— 12.f T

2.2.2. INTEGRAIS POR SUBSTITUIQRO TRIGONOMETRICA

Um tipo especial de substituicdo de varidvel é 3, como ja diz o titulo,
a3 substituicdo da varidvel de integracao & por uma fungdo trigono-
métrica, seno, tangente ou secante. Abaixo ha uma tabela com as ex-
pressdes do integrando e as substitui¢des indicadas para cada caso

EXPRESSAO SUBSTITUICAO APROPRIADA
Nat —x* x = a.senf
Na' +x° x =a.tgl
Vxt-a’ X = a.sect

Caso 1
Integrais com expressdes do tipo a’ —x
é x = asen(a).

235 substituicao adequada

Como o seno é aralagao entre o cateto oposto e a hipotenusa,
o tridangulo que relaciona o angulo @, e os lados x e a (em todos os
casos tomamos a=3) é:
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" dx
Vamos calcular a integral simples: [ ————.
V9 — x?
A substituicdo é: & = 3senq, pois a definicdo de seno de um an-
gulo é arelagdo entre o cateto oposto e a hipotenusa (sena = a‘:/a).
O diferencial de x é: dz = 3cosada. Fazendo as substituicdes:

3cosada 3cosada

V9 — 9sena V9cos?ex

= / da = arcsen (g) +C

Caso 2
Integrais com expressdes do tipo a’+ 2% a substituicao ideal é:
r = atg ((}r). Agora vamos resolver novamente uma integral simples:

d..
| Joim

\9+x2 X

Do tridngulo acima, se vé que z = 3tg(a), dz = 3sec*ada.

/' 3sec’ada B 3sec’ada
V9 + 9t V9sec’a

= f sec(a)da

Na Tabela, a formula 14 mostra a integral de secante:

/ dx

" dx
/ ——— = In|seca + tga| + C
V9 + 22
Pelas definicdes de secante e tangente, obtemos:

- 2
/‘Lzln vot+ae® Tl .
V9 + 22 3 3

Usando as propriedades dos logaritmos, vem:

=1In 9+x2+:c|+C-

/' dx
V9 + a2
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Caso 3
Em integrais com expressdes do tipo g2 — a.2l a3 substituicdo ade-
quada é: & = asec(q).

Como o secante é aralagdo entre a hipotenusa e o cateto adja-
cente, o tridngulo que relaciona o angulo &, e os lados x e a é (ndo
esquega, x=3):

Como x = 3sec(a) dx = 3sec(a)tg(a)da

EXERCiCIO RESOLVIDO 9 " dr
Agora vamos resolver a 1ntegral/ 29

Solugdo
Fazendo as substituicdes propostas acima, & = 3sec(a ), chegamos a:

de [ 3secla)tgla)da [ 3sec(a)tg(a)do
/&:r2 -9 / 9sec(a) —9 f 9tg*(a)

Que simplificado tem como resultado:
f dv 1 / sec(a)da
2—9 3 tg(a)
As propriedades trigonométricas nos permitem escrever:

/ dx 1 / 1 1 /
— = = - [ cossec(a)da
x2—=9 3 ) sen(a) 3

A formula 15 nos da a integral de cossecante de o

©odx 1
_/ 2—9 gln.(cossec(a) — cot(a)) + C

Substituindo a cossencante e cotangente,vem:

/ dx B 13_ T B 3 L
2—9 3" Va2 =9 22-9

34



FiISICA — LICENCIATURA A DISTANCIA
CALCULO INTEGRAL

Finalmente o resultado:
dz 1 r—3 1 r—3
./:rﬁ_gzgl?l'( 3:+3)+C:63?1(3:+3)+C

EXERCICIO RESOLVIDO 10
Obtenha a integral da fun¢do f(x) = v/ R? — 22

Solugdo

Embora a integral possa ser encontrada na Tabela, vamos fazer o
calculo usando a substituicdo trigonométrica. Inicialmente, vamos
fatorar a constante R da equacao:

fz) = R\/1— (%)*

Agora vamos fazer um pouco diferente do sugerido acima, so-
mente para vocé ampliar suas op¢des na solugdo de integrais. Da
figura abaixo, vemos que (:08(9) = ;I:/R, assim podemos subs-
tituir 2/ R = cos(6), cujo diferencial é: dx = —Rsen(#)df. A
integral fica:

F(x) = / R+\/1 — cos*(0)(—Rsen(0)d6

A
V(x)

Figura 2.6
Considerando que sen’ (9) + 6082(9) = 1, vem:
F(x) = —Rz/ sen?(6)d6
O que precisamos, portanto, é integrar sen’#. Embora encon-

trado na tabela, vamos fazer esta integral somente para treinar
mais um pouco.
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Das relacdes trigonométricas temos que: sen’6 = %(1 — cos26)
portanto a integral fica:

F(z) = —RQ/%(l — c0s20)df = % /(00329 —1)dé

Estas integrais ja foram feitas nos exercicios anteriores, portanto:

F(x) = % (%sen?ﬁ - 9) +C

Novamente das relacdes trigonométricas; sen26 = 2senflcost

entao:
2

F(z) = R2 (senfcost — 0) + C

Podemos escrever senfl = V1— cos> ,assim:
R? -
= (\/ 1 — cos?0 cost) — 9) + C

2
Substituindo-se cosf = x/R na equagdo acima, obtemos,
ap6s um pouco de algebra, é claro:

F(z)

Fla) = R? (:c

R2 — 22 — —arccos —) +C
2 R

bo| =

Pode conferir na Tabela, féormula 26, h4 alguma diferenca?

EXERCiCIOS PROPOSTOS 2.2
Resolva as integrais pelo método da substitui¢do trigonométrica.

. x2dx
xdx
2

/ ridx
3. -
249
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2.2.2. INTEGRAIS DE FRAQGES RACIONAIS

Nestas secdo vamos tratar de integrais do tipo

J;{(—:id‘r em que f(x) e g(x) sdo polinbmios em x
(g(x) = ax™ + bx" ' 4+ -+ + ha?® + iz + j). Aqui, vamos apre-
sentar fracbes em que o denominador é de ordem 2, mas a técnica
vale para polinémio de qualquer grau.

Se o grau do polindmio do numerador for menor que o do deno-
minador, a fracdo é denominada de fragdo racional propria. J3, se o re-
ferido grau for igual ou superior, dizemos que é uma fracao imprépria.

Primeiro vamos tratar das fragdes improprias. Como o grau do
polinémio é igual ou maior que o do denominador, devemos dividir
os termos da fragdo e obter uma soma onde um dos termos é uma

fracdo propria. Veja o seguinte exemplo:

Dada a integral: )
(23 + 2)dx
/ 2—x—2
Qual o procedimento para efetuar a integracao?
Como se trata de uma func¢do improépria, vamos proceder a divisao
(que serd deixada para vocé efetué-la) e obter o resultado abaixo:
(23 + 2)dx 3z +4
A integral dos dois primeiro termos é elementar, restando a
fazer a integracdo do terceiro termo, que é uma fragdo propria. En-
t3o vamos nos concentrar apenas nas fragdes préprias, pois, como
mostrado, as fragdes improprias se reduzem a fracbes proprias
apo6s a divisdo apropriada.

Integrar fracdes proprias é o que vamos aprender nesta pequena
lista de exercicios. A receita passa, inicialmente, por “limpar” o deno-
minador, ou seja, deixar a poténcia de maior grau multiplicada pela
unidade. O exemplo vai explicar melhor. Dado o denominador:

g(w) =32* + 22 +6

N . . . 2
Deve-se colocar em evidéncia o nimero 3 para deixar o &~
sozinho, assim: 9
2
g(:z:):?)(:c +§+2)

Feito esse passo, quando necessario, é claro, vamos as técni-
cas de integracdo. Se o denominador tiver raizes reais o problema
€ simples, pois 0 denominador pode ser expresso como o produto
de dois binémios, por exemplo:

P —r—2=(z—-2)(z+1)
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Sendo isso possivel, a fragdo racional pode ser transformada
em uma soma de fragdes simples, como mostrado abaixo.

C3r—14
/:1:'2—:1:—20!1:

Como o denominador tem raizes 2 e -1, podemos escrever:

Dada a integral:

3r—4 3v—4 A B
2oz —2 (x —2)(z+1) N ::;—2+.1:+1
Alz+ 1)+ bz —2)
(x—2)(x+1)
(A+ B)x+A-2B

(x —2)(z+1)

Comparando a equacao final com a inicial, vemos que havera
igualdade se:

A+B=3 e A—-2B=-1

Que resulta para A = 2/3 e B = 7/3. Ent3o:

3v—4 _g 1 +z 1
22— —2 3x—2 3z4+1

Transformamos a integral da fragdo em uma soma de integrais
simples:

3 —4 dr — 2 dx +7 " dx
2—x—2 v 3) =2 3) x+1

2
. gln(a: —-2)+ glll(.’l}—l— 1)+ C

EXERCICIO RESOLVIDO 11
Vamos, agora, fazer outro exemplo similar ao feito acima, que é

calcular a integral:
' —
—dx
/ 2 —x—2
Solugdo

Aplicando o mesmo procedimento ja feito, encontramos para Ae B
os valores -4/3 e 4/3, respectivamente. Assim:

' —4 dr — 4 [ dx +4 " dx
.-1:2—:1:—2:L 3 2—2 3) z+1

4 4
= —3 In(z —2)+ gln(:n +1)+C
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Que pode ser escrito como:

/_—4drr:ilnx+1+c

2 —x—2 3 -2

Atécnica acima vale para os casos em que o polindmio do denomi-
nador tem raizes reais. Ha outra técnica que pode ser aplicada tanto nos
€asos em que ha raizes reais como naqueles em que este ndo for o caso.
Essa técnica utiliza o artificio de completar quadrados. Vamos tomar o
caso da segunda integral feita nesta lista para mostra-la. O denomina-
dor é 22 — 1 — 2 que pode ser escrito na forma (z — 1/2)% — 9/4.
Isso é completar quadrados, portanto nada misterioso.

EXERCIiCIO RESOLVIDO 12
Vamos agora a integral:

' —1 ' dx
o=t =t w
Solugdo

A fracdo pode ser escrita como

—4 —4

ﬁ—x—z_(x_g_g

Entdo podemos escrever a integral acima como:

' —4 ' dx
et =t e

E essa integral estd na Tabela, férmula 20, sendo a=3/2, assim:

—4 1. z—3%—: 4. -2
/—d:r= —4—111?—) ‘

- - =—1In
x2—x—2 23 1’—%—#

+C

3 x+1

[ ] R

Que, usando as propriedades dos logaritmos, pode ser escrita

como: A A
' — r+1
/mZ—;r—de_gln:r:—Q-i_C

Vamos apresentar outro exemplo em que se utiliza a técnica de
completar quadrados. Para tal, vamos calcular a integral abaixo:

Fy(o) :/‘ z+4

222 — 2x — 12

Em primeiro lugar: colocar em evidéncia o nimero 2:

ri) -} [ 22

2] 22—x2—6
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Antes de tudo, vamos dar uma olhada para essa integral. Se
no numerador tivéssemos 2x-1, que € a derivada do denominador,
entdo seria um simples logaritmo. Podemos, entdo, multiplicar e
dividir por dois e somar e diminuir 5, como o feito a seguir:

A = L ) 2748
.:L‘ = _ _—_—— — —_—
2 2) 22—x—6 4] x22—x—6

B 1]2:r+8—1+1_1f2:1:—1—|—9'

4 2 —x—6 4 2 —x—6

Esta integral pode ser separada em duas integrais:

I [ 2x—1 1 [ 9
Fz(ﬂf)—g/mdi?/mdf

Il 172

Aintegral [, é: .
L= In(z® — 2 — 6)

A integral Ig’ bem essa nao tem jeito, devemos completar os
quadrados no denominador, cujo resultado é:

‘ ‘ 11 1\° 25
.2 2
rr-—r—6=r-or-6—-—-+-=|x—2| ——
1 1 L T 4—I—4 (r )

Com isso a segunda integral fica:
1 9 9 dx
fﬂz:gfmdf-:g/m
o (-3 -%

Essa integral é tabelada na formula 20:

9/ dx 91 x—1/2-5/2
I, = — 5——— = ——=In
4 (:c_l) —2 422 x-—-1/2+5/2
2 1 2
9 r—3
I;—%111:5+2+C
ou seja:
]_ ¢ 9 T_3
F-zzZln(rz—:x—ﬁ)—l—%llli_'_?—l—c
Finalmente:
1 9, *-3
- 3V +2)+ 2 _
F 1 (111(:5 3)(x+2)+ - In s 2) +C

Que apos transformacgdes simples, chega-se a:

Fy, = 110(7111(1?3)2111(:x+2))+c.
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EXERCICIOS PROPOSTOS 2.3

1/ dx
) 2224+ 6x+4

2./' (z* + 3)dx

2 —3r—14
) dx
L (R —
2 —3r+4
TAREFA 2.2

1 ’ dx
(9— 22)3/2
5 / dx
) x(9—2?)

5 / dx
' (9 + a2?)

. /' (23 + 22 — 202 + 1)dx

>+ —20

/ da
6. -
322 — 12z + 15

7[(:1:3+3:2—203:+1)d3:‘
' 2?2+ x — 20

24— 20

8./ (2z + 3)dx

/' dr
9. -
322 — 12z + 15

5./‘ (2z + 3)dx

24— 20

2.2.3. INTEGRACAO POR PARTES
Este assunto vocé vai estudar na disciplina de calculo do segundo
semestre do Curso, no entanto, por tratar-se de uma técnica muito
Util para a solucdo de integrais, vamos apresenta-la de modo rapi-
do e objetivo.

Vamos considerar o caso em que uma fungao é composta pelo
produto de duas fun¢des de x:

fx) = u(x)o(z)

Por praticidade, ndo vamos explicitar a dependéncia das fun-
¢des, ou seja, em vez de u(x), escrevemos somente u.
VVamos agora tomar o diferencial da funcgao f:

df = d(uv) = udv + vdu
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Esta equacdo pode ser escrita como:

udv = d(uv) — vdu

e podemos integrar ambos os lados:

/ udv = / d(uv) — / udv .

Como a integral de um diferencial, no caso d(uv), é a prépria
funcdo, a formula genérica da integracdao por partes é:

. .

udv = uv — [ vdu

EXERCICIO RESOLVIDO 13
Calcule aintegral F'(z) = [ Inazdx

Solugdo

Devemosidentificar u e dv nointegrando, ou seja, fazer uma boa es-
colha o que torna a integral f udv mais simples. Neste caso, pode-
mos tomar: # = In x e dv = dx. Com isso, temos que: du = fd'l:
e v = x. Substituindo, na férmula, obtemos:

/111xd:x=;r]11:1:—/x@=a:ln;r—/d:t:
T

cujo resultado é:

/ln:z:d:s—xlnx—:v—l-C—x(lnx— 1)+C

Esse resultado é mostrado na formula 90 da Tabela.

EXERCICIO RESOLVIDO 14

Resolva a int l/ LA
esolva a 1ntegra i a——— 4

8 | w+1y
Solugdo

Como jd vimos, a integracdo por partes obedece a seguinte regra:

/ vdu = uv — / udv
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Repetindo: devemos identificar quais sdo as boas func¢des v e du.
Neste caso, é conveniente a seguinte escolha:
dx -1

4 (1+2)? “ l+z

v=r1re® — dv= (1 -+ ;U)E,'J:Ujlﬂ

Substituindo na integral, vem:

vedr f —(1+z)e"dz
(1+z)2 1+;r 1+
—ze’
= + €
1+

Efetuando as operagdes (denominador comum e outras mais ),
chegamos ao resultado:

zeldr e’

(14 z)? N 1—|—;r+C'

Observem que uma integral, de aparéncia complicada, ficou
muito simples.

Evidentemente, vocé tem que ter "olho” para fazer a escolha
certa de u e dv. Somente o treino desenvolve essa habilidade, a
menos que seja muito protegido pelos céus.

EXERCICIOS PROPOSTOS 2.4
Usando a integracdo por partes resolva as seguintes questoes:
1. [(Inz)*dz, tome dv=dx
2. f z’etdz, uma boa escolha é u=x?
3. [ wsen(3x)dx
n +1
4 [ 2" In wdz, solugdo: o7 (1113; — —) +C

5. j rsen’zrdr
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2.3. INTEGRAIS DEFINIDAS

Vimos, no inicio desta Unidade, que a drea entre uma curva (fun-
¢d0) e o eixo das abscissas, ou x, é o limite da soma:

0
A= _\}1{1&02 y(x;) Az

Vimos, também, que esta soma é denominada de integral da
funcdo y(x). A varidvel x tem valores dentro do intervalo [a.b], in-
tervalo no qual a area é calculada, portanto x varia desde um valor
inferior (a) até um superior (b). Diz-se, entdo, que temos uma inte-

gral definida no intervalo [a,b] e escrever-se:
o0 b

A= lim Y y()Ar = / y(@)dz )

— Ja

E claro que a relacdo acima somente é valida se a funcdo f(x)
for integravel, isto &, se em um dado intervalo fechado [a, b] a fun-
¢do for continua. Sendo esta condi¢cdo cumprida, a soma da equa-
¢d0 (1) é conhecida como soma de Riemann.

Repetindo: a drea liquida é dada pela integral entre os limi-
tes de integracdo inferior (a) e superior (b):

b
A= f(z)da-
4 (l

Esta integracdo é chamada de integral definida entre a e b.

Até o momento, esta operacdo representa uma drea que deve
ser entendida como uma area genérica, pois ndo &, necessaria-
mente, em metros quadrados e pode ter valores negativos.

Qual a relagdo desta integral, a definida, com a antiderivada,
integral indefinida? Para responder esta questdo, vamos partir da
figura abaixo. Conhecemos a fungao f(x) no ponto x_ e queremos a
fungdo no ponto x_,,, assim:

f(@ng1) = flzn) + Af

Da figura podemos ver que:

Af
tgl ~ af ou Af ~tglAx
Ax
Como vocé deve lembrar, a interpretacao geométrica de de-

rivada em um ponto da curva é a tangente nesse ponto. Assim, a
funcdo f(x) no ponto x+1 pode ser aproximada por:

Flrn1) = fzn) + fl(@n) (1 — )
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A
fix)
f(X n+1) /
f(xn) &
o X(n) X(n+1) X

Figura 2.7

Mostramos que uma func¢do no ponto x + Ax pode ser obti-
da conhecendo-se a funcdo e sua derivada no ponto . Essa aproxi-
macao é tdo mais verdadeira a medida que Ax tenda a zero.

Agora vamos tomar a antiderivada de f(x), que é a primi-
tiva F(x). Por definicdo, temos que F'(z)= f(x). Tomando
Tpy1 — T, = Ax e considerando a equacdo acima, temos:

F(xn-l—]) — F(In) + F’(Irl)AI

Ouy,
F(zpt1) — F(xn) = f(za)Az (6)

Vamos, agora, tomar o intervalo [a,b], em que a funcéo f(x) é
integravel, e dividi-lo em nintervalos. Podemos escrever, para cada
um dos intervalos, uma relagdo como a obtida em (2). Assim:

F(z) = F(a) = f(a)Az
F(xz) = F(z1) = f(z)Az
F(x3) = Fxs) = flaz)Ax

F(x,-) —F(:zt,,_.;)- = -f‘(-:n,,__g)A:z:
F(b) - F(:IT,,_1) = f(.’l?,,__l)A.’It

Somando ambos os lados, obtemos:

F(b)— F(a) =) f(z,)Ax

Tomando-se o limite para Az muito pequeno e, conseqiiente-
mente, um ndmero muito grande de intervalos, vem:
oo
F(b) — F(a) = lim f(x,)Ax
1

Ar—0
n=
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O lado direito nada mais é do que a integral definida entre a

e b, assim:
b

Fb) — F(a)= | f(x)dz (7)

A integral definida da funcdo f(x), entre a e b, é a diferenca
entre a antiderivada calculada nos pontos b e 3, respectivamente.

A equacdo acima também pode ser escrita como:
b

f(x)dz = F(:L)|i:

Somente para reafirmar: F(x:)|” significa F(b) — F(a). Obser-
ve que a constante de integracdo da antiderivada F(x) é cancelada.

Outra forma de entender a equacdo (3) é escrever
f(x) = F'(x) e lembrar que a derivada significa variacao da fun-
¢do com relagdo a x, assim:

b
/ F'z)dx = F(b) — F(a)

[}

A integral é uma soma de infinitos termos muito pequenos,
entdo, o lado esquerdo da equagdo acima, é a soma das variacoes
da funcdo F(x) em cada um dos intervalos Ax. A soma de todas as
variacoes entre a e b nada mais é do que a variagdo total da funcao
entre a e b, F(b) —F(a).

Uma definicdo mais elaborada para integrais definidas é: se f(x)
é uma funcgdo continua no intervalo [a,b] e positiva (f(x) > 0) para
todo o x contido em [a,b], entdo a drea da regido compreendida
entre o eixo x e a curva que representa a func¢do f(x) é dada por:

n b
A= lim Z flz;) Az = / f(z)da
i=1 @

Entretanto, a definicdo de integral definida de uma funcao
continua num intervalo pode ser naturalmente estendida, sem a
condicdo a respeito do sinal da func¢do no intervalo dado, portanto
se f(x) <0 no intervalo [a,b], entdo A é o valor negativo da area da
regido compreendida entre o eixo x e a funcado f(x), limitada pelas
retas x=a e x=b.
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EXERCICIO RESOLVIDO 15
Considerando a figura do exercicio resolvido nimero 9, vamos cal-
cular a area do circulo contido no primeiro quadrante.

A
V(x)

>
0 X
Figura 2.8 R
A= R? — 22dx
Jo
cuja resposta nos é conhecida: ?TR2/4.
Solugdo
Como vimos no Exercicio 9, a antiderivada funcdo v R? — 22 é:
x R? x
F(z) = =/ R? — 2?2 — —arccos (—) +C
(z) 2 2 R
Entdo:
o x R? x i
A= R? — 22dx = [E V R? — 2?2 — Ta-rccos (E) - C']
Jo 0

(A constante C foi mantida somente para deixar evidente que
é cancelada quando da diferenca). Portanto:

2 > R’ |
A= [?VR? - R — %arccos (E) + C] - {0 L R_Ia'mcos (%) C

R 9 9

Efetuando as operagoes:

& P

2 2 1
A= [O - %arccos (1) + C’] - [0 - Jﬁ)7'Lc.s?"(:cos 0)+cC

Wi

A= T(a?'ccos((}) —arccos(1))

0 angulo (ou arco) cujo cosseno tem valor um, é zero. O arco cujo
cosseno é zero corresponde ao angulo 7 /2, (ou 90 graus). Assim:

&

Como o desejado.
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2.3.1. PROPRIEDADES DAS INTEGRAIS DEFINIDAS

As propriedades das integrais definidas seguem as mesmas regras das
indefinidas, mas ha outras, para as quais vamos chamar a atencao:
1. sendo uma funcdo integravel no intervalo [a, c], quando dividi-
mos esse intervalo em duas partes [a,b] e [b,c], vale a relagdo:

ff \dz = hf dr+ff

2. seinvertermos os limites de integracdo, a integral troca de sinal:

ff - [ 1wy

3. se f(x) e g(x) sdo funcdes integraveis no interva-
lo [a,b], entao a fungdo f(x)+g(x) é integravel em [a,b] e

[P (f(@) + g2) doe = [P f()de + [° gla)de

4. Sendo ¢ uma constante e f(x) uma fungdo integravel no in-
tervalo [a,b], entdo a funcdo cf(x) integrdvel em [ab] e

f; cf (x)dr = (?f; f(x)dz,

Logo adiante, vamos demonstrar o Teorema Fundamental do
Calculo, pois agora ja temos as condi¢des necessarias para tal.

2.3.2. SUBSTITUIQRO EM INTEGRAIS DEFINIDAS

Para as integrais definidas, a substitui¢do é idéntica a feita nas in-
tegrais indefinidas, ou seja:

[ f@rte = [ sy

onde u € uma fung¢do de x. No entanto, agora temos os limites de inte-
gracao que devem ser levados em conta quando da troca de variaveis.

A questdo dos limites de integracdo é tratada de duas manei-
ras. Uma é resolver a integral usando a varidvel auxiliar u(x) e, apés
a integracdo, voltar para a varidvel x, neste caso, nada é feito com
relacdo aos limites. Na outra possibilidade, os limites sdo substitui-
dos pelos valores correspondentes aos da variavel auxiliar u, fican-
do a integral totalmente em termos da nova variavel.
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EXERCICIO RESOLVIDO 17
Calcular a integral:

. /2 xdr
0o VaZ+1
Solugdo
Inicialmente, vamos esquecer os limites de integracdo e resolver
como se indefinida fosse. A substituicdo de varidveis é um tanto
obvia: 22 + 1 = u? (outra substituicao possivel é 2+ 1=u)A
relagdo entre os diferenciais é: xdx = udu. Ent3o:

" xdx 'u.du
/ ——= = / du=u+C
Vac+1 \/u-
Agora temos duas opg¢des: a primeira, voltar a varidvel x, isto &,
substituir a fun¢do u, e colocar os limites da integral:

A= \/ﬁ’ V5 —1

A segunda opcdo é substituir os limites pelos correspondentes
a variavel u. Como u = Va2 + 1, entdo, sendo x=0, u=1 e quando
x=2, u=V'5. Assim:

A='u.|}ﬁ=\/g—1.

EXERCICIO RESOLVIDO 18
Considerando a fung¢do abaixo, encontre o valor da integral defini-
da no intervalo [-2,0].

1

@)=t

Solugdo
Em primeiro lugar, temos que: 2% — 22 4+ 1 = (x — 1)? assim:

A:/U dx :
(2 —1)?

Aqui também a substituicdo é obvia: z — 1 = u e, conse-
quentemente, dr = du.

e / du B 1 L C
u?

Agora as duas possibilidades: voltarmos a varidvel x e manter

os limites:
o1 1] 2
5 -1 =3] 3
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ou substituirmos os limites: quando = —2, 4 = —3 e para

=10, = —1. Entdo:

EXERCICIOS PROPOSTOS 2.5

1. Obtenha as integrais definidas. O intervalo de integracao esta

entre colchetes.
a. Jx"dx,

b. ng elx,

c [x3dx

d. Jtdt

e. f%dx

f _r cosxdx

g. fsen(ijdx
h. _rsem cosx dx
i [ e?® dx

j. [ sen®(2x)dx

k. f ( Vi — sent)dt

[0.7/2]
[1.3]
[1.2]
[0.4]
[1.4]
[0,27]
[0,7]
[0.7/2]
[0.4]

[0.7/2]

[0,7]

Agora, demonstre as assertivas abaixo:
2. Se f(x) e g(x) sdo funcdes integraveis no intervalo [a,b] e

f(z) > g(x)em[ab]entdo j:’ f(z)dx > f(:)g(ar)dg;.

3.Se f é uma funcdo integravel em [3,b], mostre que vale a seguin-

te propriedade: ‘f: f(:;:)d:::| < f{f |f(z)| dx-

4. Usando as propriedades da integral, verifique que:

o [\ VaT+3dr > 21
b. fow’@sccosa: do < m*/8

c. ‘ ﬁf * f(x) cos 3x dx

2x
< 0’ | f(z)| dx
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TAREFA 2.3
Utilize a técnica de integrais por partes para resolver os exercicios
abaixo.

1. [ we'dx
2. [ wsenazdx
3. [ cos® wdx
4. [ 2? cos wdx
Resolva as seguintes integrais definidas.

H}(Z

2
5. x- cos xdx

6. ff(l + 3z)dx

pif2 cosa
f,’(v sen? Id
8 [ e du
oo 2
a [ we" du

b. fooc zet da

= dx
N W e

2.4. 0 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO
O teorema afirma que:

i [ Fayde = )

onde a funcado f(x) é continua no intervalo de interesse [0, x']. Dito
de forma simples: a operacao derivagdo é inversa a integracado.
Dada a integral definida:

A derivada de F(x’) com relacdo a x’ é o limite da razdo in-

cremental:
dF(z') . F(2'+ Ad)) — F(2)
do’ Al.-zl"n—l}(l Ax! )
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Baseando-nos na definicdo da funcdo F(x'), podemos escre-
ver que:

o+ A
F(2'+ Az') = / f(z)dx
0

Pelas propriedades das integrais definidas, temos que:
R AY

F(2'+ Ax') = /-'r- f(z)dx —0—/ f(z)dx
0 1

!

O primeiro termo nada mais é que a propria F(x'), entao:
o’ +Ax
F(a'+ Az') = F(a') + / [(x)dx

!
Dessa maneira, ap6s dividirmos ambos os lados por Az’ temos:

Fla'+ Aa') — F(a/) 1 /“
= flx)dx
Ax! Ax' [ (z)

0 X oxtax X

Figura 2.9

Substituindo o resultado acima na equacéo (3), vem:

dF(a’) _ . 1 /“ fa)da

= lim
dz’ Ar—0 Ax!

v’

Como Az’ tende 3 zero, evidentemente 2’ e 2’ + Az’ estdo
muito proximos. O que nos permite supor que, nesse pequeno in-
tervalo, a funcdo f(x) é praticamente constante e igual a f(x’), como
mostra a figura logo acima.

Aintegral fica:

A a'+Ax S A
/ f(i')d.l‘ = f(tf)/ dr = f(iIT!) [ZIT]::'_;—FAJ

o
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Substituindo esse resultado na equacao anterior, vem:

dF(z') 1 Az!
— 2 = lim —f(2"Az' = f(2') lim .
dx’ Ax'—0 Az’ @) I )m-’—m Ax!
Como o limite, naturalmente, é a unidade, temos:
dF(z")
= = @)
T
Considerando que x' é uma variadvel muda, podemos substituir
X' por x:
p ) _ fw)
= Jlx
dx

Como queriamos demonstrar.

2.5. TEOREMA DO VALOR MEDIO

Dada uma funcdo integravel no intervalo [a,b] (em outras palavras:
finita em todo o intervalo) sempre é possivel encontrar f(x') tal que:

b
f f(z)de = f(z")(b— a)

Dito de maneira simples: f(x') é o valor médio da fun¢do no
intervalo [a, b]. Por isso, & mais interessante escrever a féormula
acima como:

1
b—a

b
f@') = f(x)dx

Ndo vamos aqui fazer uma demonstracdo deste Teorema. Vamos
entendé-lo. Como a integral definida corresponde a uma area, esta
pode ser igualada a um retangulo de base h — @ e altura h. Como a
altura é uma média da fungdo, esta tem valores maiores e menores
que a média h no intervalo [a, b]. Dessa maneira, deve existir pelo
menos um ponto x' em que o valor da fungdo corresponda a altura do
retangulo, ou seja, h = f(a).

EXERCiCIO RESOLVIDO 19

Considerando a funcgao f(x) = (x+1)(5-x). (a) Encontre a area abaixo
da curva no intervalo [-1,5] e (b) o valor médio dessa fun¢do no
mesmo intervalo.
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Solugdo

a. A area abaixo da curva nada mais é do que a integral definida

entre os pontos -1 e 5, assim:
)
A= / (x+1)(5—a)dx

Aintegral é facil de resolver:

1

fs(:r +1)(5 — x)dx = /3(5 + 4z — 2%)dx
-1 -1

5
5x + 22° — 1.‘3:3
3 -1

(2x5+2x25—%1
36

) - (2>< (=1) 4+ 2 x (—=1)?

y
10

12

<V

Figura 2.10 - Grafico de f(x)=(x+1)(5-x)

b. Asegunda parte também é facil, pois a integral ja foi calculada.

Da definicdo de valor médio, temos:

f@) =g [ f

Portanto, o valor médio da fungdo no intervalo é: f(x') = 6,
que corresponde a fungdo nos pontos &' = 2 + \/§ Localize, na
figura, esses dois pontos.
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EXERCICIO RESOLVIDO 20
Considerando novamente a funcdo f(x) = (x+1)(5-x). Encontre a rea
abaixo da curva no intervalo [-1,9]. Ver figura acima.

Solugdo
Como ja calculamos a integral, tudo fica facil, basta trocar o inter-
valo de integracado:

9
5 1. 100
2
A= |bx+22° - =2®| =-—
3 1 3
Como uma 3rea pode ser negativa? Verifique a figura abaixo
e observe que a integral definida em um intervalo [a,b] nos da a
area limitada entre a curva e o eixo dos x. Se a curva estiver acima
do eixo, o sinal é positivo, se abaixo, negativo. Para convencer-se
disso, calcule a integral definida entre 0 e 2 da funcdo sen(x).

2.6. MOVIMENTO RETILINEO USANDO INTEGRAIS

Como o movimento retilineo com velocidade constante é muito
simples, vamos logo para 0 movimento com acelera¢do constante,
o conhecido movimento retilineo uniformemente variado (MRUV).
Antes de tudo, vamos relembrar as equagdes desse movimento.

A velocidade média (v,,) é definida como: vy, = % Toman-
do-se o At muito pequeno, na verdade tendendo a zero, temos a
velocidade instantanea v(t):

Az dx
v ]1111 Uy = hm — =
(t) = At—0 A0 At dt
A velocidade instantanea é a derivada da posi¢do com relacdo
ao tempo.
De maneira analoga definimos aceleragcdo como a derivada da
velocidade em relacdo ao tempo:

a(t) = pr

Para o caso do MRUYV, a aceleragdo é constante, ou seja, nao de-
pende det, a(t) = a.Entdo, vamos tomar a equagdo dv/dt = a e
escrevé-la como uma relacdo entre diferenciais: dv = adt. Agora,
podemos integrar ambos os lados:

/dv—/adt

Aintegracdo é trivial, pois a é uma constante, e o resultado é:

"U(f) +C, =at+ C
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Do processo resultaram duas constantes: uma relativa a inte-
gracao em v e outra em t. Para determinar as constantes, podemos
usar as condi¢des iniciais, que, como o proprio nome diz, € a con-
digdo do inicio das observacdes, t = . No tempo #;; a velocidade
é Up, assim:

v+ C,=ato+C; ou Cp—C, =wvy— aty
que, substituido na equagdo da velocidade, nos fornece:

v(t) = vg + a(t —tg)

Para facilitar, podemos fazer t; = 0, assim, temos a equacado
conhecida para a velocidade no MRUV:

v(t) = vy + at

Para encontrar a posi¢cao como fung¢ao do tempo, ou a equagao
horaria, é simples:

dx
ol(t) = —
o(t) = —
ou
de = v(t)dt

dr = (1;(1+at)dt
de = wvodt + atdt

Integrando ambos os lados e aplicando condi¢des de contorno
semelhante as usadas para a velocidade, em £ = () a posicdo ini-
cial é xy. Apds a integracdo, que é muito simples, chega-se a:

1 .
x(t) = xo + vot + aa.tz )

Resultado que vocé ja conhece das disciplinas de fisica.

Outra maneira de obter as equacoes para a velocidade e para
a posicao é usar integrais definidas e colocar as condic¢des iniciais
como limites de integracdo. Vejamos: no inicio das observacdes,
t=0, a velocidade € v, e no tempo t a velocidade é v, assim:

v f
/ dv = / adt
'y 0

Integrando (e fazendo todos os passos), vem:

v

t o
vl,, =atl, ou v—wvy=at

ou seja:

v =1+ at

Esse procedimento torna a obten¢do das equagdes mais simples.
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Aplicando essa mesma regra para a equacao das posicoes,
x(t), chega-se facilmente na equacdo horaria pra o MRUV. Faca isso
como um exercicio.

2.6.1. GRAFICO v(t) x t

O gréfico v(t) versus t, para um movimento genérico, estd esquematiza-
do na figura a seguir, na qual, entre outras coisas, marcamos a area en-
tre ty e t4. Na secdo anterior, vimos que a integral definida representa
uma area, que, neste caso, é dada pela integral da fun¢ao velocidade:

ty
/ v(t)dt
ta

Como -‘U(f)dt = dx, aintegral pode ser escrita como:

L2 ty
f v(t)dt = / de = z|}} = 2(ty) — x(ty) = Az
t t ’

2

2

ou seja, a area assinalada no grafico corresponde a distancia per-
corrida pelo mével entre os tempos ts e ty.

V(A

Figura 2.11

Outra informagao que podemos extrair do grafico v x ¢ € a
aceleragdo do moével em um dado tempo. A velocidade no tempo
t1 + At, figura acima, é dada por:

"U(tl + Af) = 'U(tl) + Av
Para /At pequeno, tendendo a zero, Av pode ser aproximado por:

Av dv
Av =tgdAt ou tgh = lim — ou ainda tgd = — = a(t
g g At—0 At g dt ®)
ou seja, a aceleragdo é o coeficiente angular da reta tangente a curva.
Observe no grafico que em t, a aceleragdo € positiva, em t, &

negativa. Vocé saberia dizer qual é a aceleragdo em t,?
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2.6.2. QUEDA DE UM CORPO COM RESISTENCIA DO AR

Aqui vamos estudar o problema de um objeto abandonado na al-
turay, e considerar o efeito da resisténcia do ar. Sendo esse efeito
desconsiderando, vocé ja resolveu o problema e encontrou para a
velocidade e a posicdo as seguintes equacgodes:

v(t) = vy— gt
1 5
y(t) = yo+ vot — igt"

Observe, ou relembre, a convencao de sinais.

O atrito é uma forga resistente e, neste caso, vamos toma-la
proporcional a velocidade, f, = —pBv. O sinal negativo indica
que a forga de atrito é contraria a velocidade.

Até este momento, vocé resolveu problemas com aceleracao,
ou forga, constante. O problema aqui tratado é um pouco mais ela-
borado, pois a aceleragdo muda com a velocidade do objeto.

Vamos iniciar, e ndo poderia ser diferente, pela aplicacao da
segunda lei de Newton, F} = md (forca resultante é igual a massa
vezes a aceleracdo). Neste caso, a forga resultante é composta pelas
forcas peso e de atrito. Assim, usando notacao vetorial, temos:

S o dv
P+ f,= m

As forcas sdo mostradas na figura, onde ha dois casos a consi-
derar: velocidade inicial para cima (positiva) e para baixo (negati-
va). Colocamos objetos de formatos diferentes para destacar que a
constante 3 depende de muitos fatores, sendo um deles, a forma do
objeto. Também o fato da forca de atrito ser proporcional a veloci-
dade é uma aproximacao, pois, em alguns casos, a melhor relagao é
tomar a forca resistente proporcional ao quadrado da velocidade.

Considerando que o problema é na vertical e levando em con-
ta a convencdo de sinais, temos:

) v
—mg — v = m—

dt
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vy
fa
o LD
| vol N
fa
mg mg
Figura 2.12

Antes de continuarmos, pense um pouco e verifique, com o
auxilio da figura, que a equagdo acima é valida tanto para a veloci-
dade inicial positiva ou negativa. Isso ndo sera valido para o caso
em que a forga de atrito for proporcional ao quadrado da veloci-
dade, f, = fyv?, neste caso, a equagdao do movimento para cima é
diferente da do movimento para baixo.

A equacdo acima relaciona as variaveis e seus respectivos di-
ferenciais, que, neste caso, tem solucao simples, basta separar as
variaveis como segue:

mduv
—dt = ——
mg + B
o] dv
——dt = mr_b
m =+

Agora, vamos integrar ambos os lados com as seguintes condi-
¢bes: em t=0 a velocidade é vy e no tempo t a velocidade é v. Assim:

B! it Y dv
m J, b V"

Ambas as integrais sdo simples, a integral em t é t3o elementar
que vamos escrever somente o resultado e o lado direito da inte-
gral é o logaritmo natural da fungao, assim o resultado é:

5} mg
——1 In|v+
- n ({ 3 ) .

I} mg mg
_;?.t In (v + ?) —In ('UU — B )

Usando as propriedades dos logaritmos, obtemos:

5} (1;4—7119/,8)

——t=In
m vg +mg/f

o
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Dos logaritmos, sabemos que se & = In y, entdo e” = y, dis-
S0 segue:

_5y _v+mg/p
e m = ————
vo +mg/ B

Rearranjando os termos, por fim, obtemos:

v(t) = voe ' — 'r;;g (1 - e_%r) - (9)

Agora vamos examinar os casos limites: t=0 e t muito grande.
Para t nulo o resultado é trivial, verifique, "U(U) = vy. Para E muito
grande, ou seja, (t — o0), devemos calcular o limy_,~. e~ m!, cujo
resultado é zero, assim, obtemos o valor maximo da velocidade de
queda do objeto, que vamos denominar de velocidade final, ou ter-
minal, v = —mg/ 3. Quanto maior a massa maior a velocidade e
quanto menor o atrito maior a velocidade final, ver graficos abaixo.
No caso da queda livre (sem resisténcia do ar), a velocidade é in-
dependente da massa.

Por ultimo, o sinal negativo para a velocidade. Como foi dito no
inicio do exercicio, iamos seguir a convencao que estabelece que:
para cima o sinal é positivo e para baixo é negativo. Entdo, é natural
que a velocidade final, de um objeto em queda livre, seja negativa

g =1
0

N

Figura 2.13 - Grafico da velocidade para objetos com massas diferentes

Na préxima figura, mostramos o comportamento da velocidade
para trés valores da velocidade inicial, para cima, nula e para baixo.
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V(i) A V_0=0,5
V_0=0,0
0,5 =V=Ck
\ V_0=-2,0
>
0 t
:mg
g
_2 -

Figura 2.14 — Gréficos da velocidade com diferentes velocidades iniciais

EXERCICIO RESOLVIDO 21
Obtenha a posi¢do vertical como fung¢do do tempo, y(t), para o caso
da forga resistiva se f, = —fJv.

Solugdo
Vamos iniciar pela relacdo entre posicdo e velocidade:

v(t) = % ou dy=v(t)dt

Integrando ambos os lados com os limites adequados:

y t
/ dy = / v(t)dt .
Yo 0

A velocidade como func¢do do tempo é conhecida da equagao
(1), assim;

] t 8 :
dy = / (vue_f?’ _n9 (1 - e_%")) dt
0 B

Yo

t , t .
Yy— Yy = U[)/ 6_%fdt — E (]_ — 8_%f) dt
0 B Jo

As integrais sdo simples e, facilmente, chega-se a:

- L PO L _ o2t
y(t) = yo ,Bt+,8(to+;3)(1 e ).(10)

Verifique os casos limites: t=0 e t muito grande. S3o os resul-
tados esperados fisicamente?
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EXERCiCIO RESOLVIDO 22
Mostre que para 3 muito pequeno as equacdes da velocidade e da
altura se reduzem as equacdes da queda livre (sem atrito).

Solugdo

Uma verificagdo simples vai mostrar que ndo basta simplesmente
fazer (3 igual a zero. Para esta tarefa, devemos escrever a exponen-
cial como uma soma de poténcias do expoente, a conhecida série
de Taylor (se ainda ndo a conhece ndo se preocupe, logo tomara
contato com esta importante ferramenta matematica). A expansao
em série de potencias da fun¢do exponencial é:

. 1 . 1 . €T
e=1+z+=-2’+=2°+... = E —
2 6

Para x menor que 1, os termos da série diminuem para n
crescente.
Como a velocidade é dada por:

5, m .
v(t) = ot — 39 (1 - e—ff)
A

E a fun¢do exponencial é dada pela série:

Bt 15t?

e—.’)’f;’n.’ =1
m  2m

A equacgdo da velocidade pode ser aproximada, tomando so-
mente dois termos da série, por:

Efetuando as operagdes simples:
I513 mgq [ 5t
v(t) = vo—vo—+ - — _q (— +.. )
m
t
= ’U(]—'L‘Uﬁ——gt—i—...
m

Agora sim podemos fazer o [3 igual a zero e obter;

'lf(t) = Uy — gi

Faca o mesmo para y(t).
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TAREFA 2.4
1. Obter a equagdo para a velocidade no caso da forga resistiva pro-
porcional a velocidade ao quadrado, f,v = "}/’02. Faca somente
para o caso da velocidade inicial para baixo. Neste caso, a equacao
para a velocidade inicial para baixo e para cima sdo diferentes.

Considere o grafico v(t) versus ¢, onde a equagdo que relacio-
na a velocidade com o tempo é: -v(t) = 286'n.(?rt). Baseando-se
nesse grafico, responda as questdes abaixo. (Observe que o eixo
das abscissas esta em multiplos de m, por exemplo, se no grafico
estiver o ndmero 1, o tempo é 1vez (= 3.1416).

Grafico v(t) X t para as questdes: 2, 3 e 4.

Figura 2.15
2. Em quais regides do grafico, no intervalo entre 0 e 27, a acele-
racdo é (a) negativa e (b) positiva?

3. Supondo que vocé ndo conheca a equagdo da velocidade, so-
mente o grafico, como se obtém o deslocamento?

4. Qual o deslocamento entre 0 e M? ]J3 que a equac¢do da velo-
cidade é conhecida.
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NOTAS EXPLICATIVAS

1. NOTACAO DE SOMATORIO
A letra grega Y. (sigma mailscula) é usada para designar a soma de
termos que guardam entre si uma relacao conhecida, Por exemplo:

5
1+2+3+4+5=ZA:
k=1

4
14449+16=) K
k=1
Uma soma até um termo genérico n, e representada por:

T

142454104 = (K +1),
k=0

A soma de um numero infinito de termos pode ser representa-
da de duas maneiras:

142454104 = (K +1)
k=0
ou
14245+104--- = (K +1).

k
Para terminar, uma soma conhecida dos matematicos:

1
24

— 1
+.”=Zm=2.71828...=ﬁ

11
1+1+-+-+
2" 6 )

Onde € é a base dos logaritmos naturais (ou neperianos).

2. DIFERENCIAL

O diferencial da fung¢do y(x) significa a variacdo da funcdo y diante
de um pequeno acréscimo (dx) na varidvel x. Assim, dada uma fun-
cdoy = f(x), o diferencial dey, dy, é dado por:

df (x)

dy = —J:d:t; = f'(x)dx

Por exemplo: sendo y = 322 + In(x), o diferencial de y sers:
dy = (6x + 1/x)dz, poisa f'(z) = 6z + 1/x .
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3. COEFICIENTE ANGULAR E A DERIVADA
A equacdo da reta é dada pela funcdo genérica: ¥y = ax + b, onde
b é o coeficiente linear e a o0 angular.
Considerando a figura, podemos escrever:
Ay Y=Y
Az~ @

Isolando a varidvel independente y, vem:

tgl =

y = tg0x + 1o

Comparando com a equagao da reta, podemos ver que o co-
eficiente angular a é a tangente do angulo formado entre a reta
tangente, a curva e o eixo horizontal. Como a tgfl é a derivada da
funcdo no ponto, conclui-se que o coeficiente angular da reta tan-
gente a curva é a derivada da func¢do no dito ponto.

Figura 2.16

4. INTEGRAIS INDEFINIDAS E DEFINIDAS
Em sec¢des anteriores desta Unidade, vimos que a integral definida
representa uma area, um numero, evidentemente essa area depen-
de dos limites de integragdo. Por outro lado, a integral indefinida é
uma funcado, é a anti-derivada, ou seja, queremos encontrar a fun-
¢do primitiva F(x) cuja derivada resultou na funcdo f(x). Portanto a
integral definida e a indefinida sao entes matematicos diferentes.
Para obtermos a equagdo da velocidade em fungdo do tempo,
usamos integrais definidas em um dado intervalo de tempo e ob-
tendo fungdes do tempo. O objetivo aqui é clarear esse ponto.
Em linguagem rigorosa se escreve:

Em que a varidvel de integracdo é t' e os limites sdo entre zero
e um dado valor de t, que é t. Isso resulta em uma primitiva que é
funcdo dos limites de integracao.
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Concluindo: a varidvel de integracdo é uma, t', e o limite supe-
rior € um valor da variavel t', que, por praticidade, tomamos como t.
Como o limite superior pode variar, temos uma fun¢do que depen-
de do limite superior (desculpem a insisténcia).

Por questbes praticas, € comum o uso da mesma variavel,
tanto para a integracdo propriamente dita, como para os limites
de integracao.
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UNIDADE 3

APLICACOES SIMPLES

3.1. AREA ENTRE DUAS CURVAS

Inicialmente vamos lembrar que: dada uma funcdo f(x) continua no
intervalo [a,b], esta tem como integral definida a soma de Riemann:

] i
a fla)de = ah;lguzl: f(zi)Az; .

Aintegral definida corresponde a area entre a curva dada pela
funcdo f(x) e o eixo das abscissas (eixo do x, no caso presente). Ten-
do esta informacdo em mente, vamos a pergunta: como calcular a
area entre duas curvas? Para responder essa questdo vamos usar o
conceito de integral definida: a integral definida entre dois limites
€ a area abaixo da curva, entdo basta obter a integral da diferenca
das fung¢des no intervalo considerado, ou seja:

A [ () — g(2)] dz . (11

Isso é equivalente a fazer a drea sob a fung¢do f(x) menos a area
sob a fungdo g(x). O resultado é a drea entre as curvas. E se a fun-
¢do g(x) for maior que a funcdo f(x)? Teriamos uma area negativa
entre as curvas. Para resolver esse pequeno inconveniente, basta
inverter a ordem das funcdes no intervalo em que g(x) é maior que
f(x). Com isso podemos afirmar que a equacgdo representa a area
entre as duas curvas, se, e somente se, f(x) > g(x) no intervalo
[a} b] No Livro Texto, esse assunto é tratado, e muito bem, na se¢ao
7.1, pagina 442.

Resumindo, a area entre duas curvas é dada por:

b
A= [ @) - g@ldz pua f(a) 2 g(0).

«

EXERCiCIO RESOLVIDO 1
Obtenha a drea entre as curvas representadas pelas funcdes:

1

fley=2z(2—-2) e g(x)= 5%

no intervalo [0:1].
Solugdo

O grafico das fungdes estd representado no grafico abaixo. Nele po-
demos ver que, no intervalo [0;1,5], a funcdo f(x) & maior que a g(x).
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A
{0

124

14

0.8 4

0.6 4

0,4 4

0,2 1

Figura 3.1

Entdo basta resolver a integral da equacgdo (1):

b
A= [1f@) - gl

o

com as respectivas fungdes e os limites adequados. Assim:

A:f (x(2—$)—%.)dx:f (g:rz—x?)dm

O resultado da integracdo é:

3., 1.4]" 3., 1. 5
A= 222 -2 = (2122 ) —(0)= >
[f 3r]0 (4 3 0) =15

A 3rea entre as curvas no intervalo [0,1] é cinco doze avos, ou
aproximadamente 0,42 unidades de area.

Aqui uma observagdo: como na figura ndo ha unidades nos ei-
X0S X ey, trata-se de uma area genérica. Por exemplo: no grafico
v X t aarearepresenta a distancia percorrida em um dado inter-
valo de tempo.

EXERCiCIO RESOLVIDO 2
Obtenha a area entre as curvas representadas pelas mesmas fun-
¢des do exercicio 1, mas no intervalo [0:2].

Solugdo
O grafico das fungdes mostra que acima de 1,5 a funcdo g(x) é
maior que f(x). Portanto no intervalo [1, 5; 2] devemos inverter as
funcdes f(x) e g(x). A area serd dada pela soma de duas integrais
nos intervalos [0; 1, 5] e [1, 5; 2]:

2

A= [ @) = g@do+ [ lata) - f@)de

D
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Substituindo as fung¢oes:

1.5 1 2 1
A:/ (x(?—:r)——x)d:ﬂ+/ (—:c—x(?—rc])da:
0 2 15 \2
ou:
1.5 2
B 3 9 5 3
A_/n (2:13 x)d:c+/1‘5(3: 2:1:)0!:1:

Aintegracdo tem como resultado:

3, 1.0 1. 3.]° 19
A= |22 23 32,2 _
T M P 1

A drea no intervalo [0,2] é aproximadamente 0,79 unidades
de area.

3.2. COMPRIMENTO DE UMA CURVA
Outra aplicagdo de integrais é o calculo do comprimento de uma

curva qualquer. Verificando a figura abaixo, podemos ver que quan-
do dx é muito pequeno podemos escrever:

(dL)* = (dz)* + (dy)*

A
f(x)
f(xne1) =
dL
B d
f()( n) ax
>
0 X(n) X(n+1) X
Figura 3.2
Ou:

dL = \/(dz)? + (dy)?

Podemos agora colocar em evidencia d:

dL = ,|(dz)* | 1+ d—yQ =4/1+ dj?d'
o o dx N dx .
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ou

dL = +/1+ (y')%dx

O elemento de comprimento de curva, dL, depende da de-
rivada da funcdo que representa a curva, assim para obtermos o
comprimento total, L, é suficiente integrar dL entre os pontos con-
siderados, assim:

b
= f 1+ y2dx . (12)
(1

EXERCICIO RESOLVIDO 3
Obtenha o comprimento do semicirculo de raio unitario.

Solugdo
Antes de iniciar, vamos lembrar que o perimetro de um circulo é
2w R. Como o0 nosso caso é metade de um circulo de raio um, o
comprimento da curva é .

A fungdo que representa o semicirculo é y(z) = /1 — 22
definida no intervalo [-1,1].

O comprimento da curva é dado pela integral (2), onde preci-
samos encontrar a derivada da fungdo que é:

T

y'(x) = ﬁ

Substituindo na equacdo (2

,vem:
/ l—l— ) dx
V1—22

Efetuando as operagdes algebrlcas, vem:

! 1 b dx
= / ——dr = f —_—
—1 1—=x —1 V1 — 2

Essa é uma integral tabelada cujo resultado é:

L = arcsen(z)| J—1

(lé-se: arco cujo seno é x). Substituindo os limites, vem:

L = arcsen(1) — arcsen(—1) = g — (j) =

Que é o resultado esperado.
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EXERCiCIO RESOLVIDO 4
Compare o comprimento da curva f(a:)=:£2 com a reta
g(z) = 2x nointervalo [0,2].

Solugdo

O grafico das fun¢des é mostrado na figura abaixo. Para dar uma
idéia real dos comprimentos, a figura estd com a mesma escala nos
eixos x ey.

f(x)A

454
4--

359
34
2,59
2 4
154
14

0.5 4

Figura 3.2

Como foi visto, o comprimento de uma curva é dado pela in-
tegral (2):

b
L= / V1+y2de

Primeiro vamos calcular o comprimento da reta. Isso pode ser
feito usando o triangulo de Pitagoras, mas vamos usar a integral, ja
que é disso que estamos tratando aqui.

Como a fungdo é g(x) = 2x sua derivada é ¢'(x) = 2, com
isso o comprimento da reta é:

Ll:f}/fg-zdx:\@f'dx:\/ax|g:m
0 0

Portanto, o comprimento da reta é 24/5, ou, se achar melhor,

V20 = 4,47.
Agora, vamos calcular o comprimento da curva dada pela fun-

¢do f(xz) = % cuja derivada é f'(x) = 2. Substituindo na for-
mula (2), vem:

Ly = /- V14 (22)%dx
Jo
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J4 que estamos na disciplina de Calculo integral, vamos fazer a
integral passo a passo. Iniciando pela substitui¢do: 2o = £, ent3o:
2dx = dt, oudx = dt /2.

Como é uma integral definida, podemos/devemos trocar os
limites de integracdo. Neste caso, é muito simples, pois t = 2x.
Sendoxr = 0,f =0eparax = 2,t = 4. Comisso a integral fica:

I :
Ly = 5/ V14 2dt (13)
0
Essa é uma integral que esta na férmula 21 da Tabela:

: 2
/\/a.g—k:r?d:}::% a2—|—:1:2+%1n(:1:+ a’>+2%)+C

Esta integral é resolvida na caixa de texto a seguir. Se souber
fazer os calculos pode ir [ para o final, mas é instrutivo seguir os
passos da conta.

Vamos ao calculo da integral:
I= / V14 2?de

A soma no integrando indica que devemos usar uma substitui-
¢do trigonométrica, neste caso a adequada é:

r = tga,
pois a=1. Com isso, temos que dx = sec’ar da. Substituindo em
1, vem:
I = / V1 + tg?asec’ada
I = / sec®ada
+y2
’\Jl X X
(04
1
Figura 3.3

Poderiamos olhar na Tabela, pois 14 estd a integral de sec” a,
mas vamos resolver, neste caso, por partes. Assim:
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/sec:jada = /seca(l+tg2a) da
= fsecada+/seca' tg> a da

= fsecada-+/secatga tga da
N e’ N

dv u

Como wu=tga, entio du= sec’ada. Sendo
dv = seca tg ada, implica que v = sec a.
A férmula geral da integracdo por partes é:

/ud’u = uv — / vdu

/ Se(_.'g (83 ()f(.l' = / SeC oy d(l’ -+ f(} ¥ SeCy — / S5€C (_I'.‘J’(i(,'z Y d-(.l_'
= / secada +tga seca — /sec“a do

Passando a integral de secante na terceira potencia para o
lado direito, vem:

2]sec3a-da:]secada+tga sec o

Como a integral de secante é tabelada, a solucdo é:

. 1 1
/ sec® ada = 3 In(seca +tga) + 5tg a seca

)

Considerando que, pela figura 4, tga=x e
seca = V1 + x2, temos:

' 1 1
I:/\/1+x2d:r:§1n( 1+.1:?+:1:)+§:r:\/1+3:2+c

Idéntico, como ndo poderia deixar de ser, ao resultado da Ta-
bela para o caso de a=1.
Voltando ao comprimento da curva, equacao (3):

LQZE/ \/1+t2dtzz[ln( 1-|—3:2+:1:)+:m/1+:1:2]u
0

A substituicdo pelos limites de integracdo nos da o resultado:
1 1
L= (ln(\/17—|—4) + 4\/17) = SIn17+ V17

Ou Lo & 4,65, um pouco maior, como o esperado, que o
comprimento da reta, L1 == 4, 47.
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3.3. TRABALHO DE UMA FORCA NAO CONSTANTE

Como é sabido das disciplinas de fisica, o trabalho(w) de uma forca
constante é dado pelo produto escalar:

w= F.AZ

Essa equacdo pode ser escrita como:

w = FAzcosf

onde # é o angulo entre a forca e o deslocamento. Sendo assim, o
trabalho pode ser positivo ou negativo, dependendo do angulo 6.

Vamos agora repetir o calculo do trabalho feito pela forga peso
sobre um copo de massa m que se desloca de uma altura h até
uma altura menor, hs.

Como a forca (mg) e o deslocamento (Ax = hy — hs) sdo
na dire¢do vertical e mesmo sentido, para baixo, o angulo é nulo (
# = (). Com isso, o trabalho é dado por:

w = mgAx cos(0) = mg(hy — ha) = mghy — mghs

maqh é a energia potencial, U, de um corpo na posi¢ao h, podemos
dizer que o trabalho realizado pela forga peso é a diferenca entre a
energia no ponto inicial diminuida da energia no ponto final, assim:

"IL-'ZUl—UQ .

Visto dessa maneira, podemos considerar somente a posi¢ao
inicial e a final, ou seja, ndo importa qual trajetoria o corpo fez para
ir da hy até hy , interessa somente o ponto final e o inicial.

Forcas cujo trabalho realizado depende somente da posicdo
inicial e final, ou seja, ndo depende do caminho, sdo chamadas de
forgas conservativas.

Como sera o trabalho quando a forga F ndo é constante duran-
te um dado deslocamento?

Vamos considerar que o deslocamento é muito pequeno, en-
tdo podemos considerar que durante esse pequeno deslocamento
a forca é aproximadamente constante e o trabalho realizado, tam-
bém pequeno, é dado por:

dw = F.df
O trabalho total para um deslocamento finito, Ax = x9 — @1,

sera dado pela soma dos trabalhos em cada um dos intervalos dT', ou
seja, como ja deves ter intuido, é a integral:

@€ra 5
w = / F.d7
€Ty
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Ou, deixando explicita a dependéncia da forga com a posicdo:

Ta .
w =f F(z).d¥

€Iy
Para calcularmos o trabalho de uma forca ndo constante, basta

fazermos a integral acima, evidentemente deve-se conhecer a de-
pendéncia da for¢a com a posicao.

EXERCIiCIO RESOLVIDO 5

Considere que temos uma for¢a dada por F' = —Fkz, ou seja,
proporcional ao deslocamento, mas com sentido contrario ao da
posicdo (se x for positivo a forca é negativa e vice-versa). Qual o
trabalho realizado por essa forca quando o mével é deslocado da
posicdo r = — A até x = 0?

Solugdo
Vamos logo ao célculo da integral:

Ta .
w = f F(z).d¥

€Iy

O deslocamento e a forga tém a mesma dire¢do, assim:

0
w= f —kxdx
—A

E uma integral muito simples cujo resultado é:

1 .
) = ——kA?
u 5

Esse resultado vocé vai obter na cadeira de Oscilagdes e On-
das quando do estudo do oscilador harmdnico simples.

Vamos agora ao célculo do trabalho da forga resultante sobre
um corpo de massa 7. Vamos considerar que o angulo entre a for-
¢a e o deslocamento é nulo, portanto a integral fica:

€Ta
w = f Fdx
€y

Como a forca F é a resultante de um conjunto de forcas pode-
mos escrever que:

dv

F=ma=m—
dt

f T
w = m—ax
B

1

Entao:
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Como %2 = ¢;, temos a integral em duv:

dt
va
w= / muduv
(A5}

Se ndo entendeu a troca dos limites de integracdo, pense um
pouco e vera que é isso mesmo. A integral é simples:
,_1 2('2_1, 2 1, 2
w = Smv = 5”1%2 — Em?,l

(4]

Vocé ja deve ter visto a expressao %"."H“UZ, é a energia cinética (K)

da particula, assim podemos afirmar que o trabalho da forca resultan-
te é a diferenca das energias cinéticas na posi¢ao 2 e na posi¢do 1:

w = K2 — I(ll

O trabalho é a variacdo da energia, tanto cinética - devido ao
movimento — como a potencial —devido a posicdo. O trabalho realiza-
do pode ser dado tanto pela variagdo da energia cinética como pela
variacdo da energia potencial. Ambos devem ser iguais, portanto:

Ko—K,=U —-U,
Que pode ser rearranjado como:

-I{l + Ul - I“fg + UQ

De um lado daigualdade, temos grandezas que dependem das
condi¢des do moével na posicao 1 e do outro das condigdes na posi-
€30 2, e estas sdo iguais. Entao existe uma grandeza que mantém o
valor quando o mével muda de posicdo, ou seja, é uma constante.
Essa grandeza é a soma da energia cinética mais a potencial, que
denominamos energia mecanica, E:

E=K+U

Invista um pouco de tempo pensando neste assunto, a energia se
conserva. Agora, vamos ver em quais condi¢es o enunciado acima € es-
tritamente verdadeiro, qual seja: a energia mecanica (E) é conservada.

Observe que a energia mecanica depende somente das condi-
¢des nos pontos 1 e 2, independe do caminho (trajetéria) percorri-
do parairde 1 a 2. Quando isso acontece, diz-se que o0 movel estad
sob a acdo de forgas conservativas. Quando este ndo for o caso, ha-
vendo forga de atrito, que é uma forca que depende da trajetéria, a
energia total é conservada, mas ndo a energia mecanica, assim:

El + wf = EQ

A energia mecanica no ponto 2 é igual a energia mecanica no
ponto 1 mais o trabalho da for¢a de atrito(W) (o trabalho da forca de
atrito é sempre negativo, pois a forca é contraria ao deslocamento).
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EXERCICIOS PROPOSTOS 3.1

Para a solucdo destes exercicios, siga a seguinte regra: primeiro
faca o grafico da/das funcdo/cdes. Isso dara uma idéia, uma ima-
gem, do problema; ap6s faca os calculos usando a relagdo mate-
matica adequada.

Obtenha a area entre as curvas:

1Lf(r)=4—2* eg(z)=2 nointervalo [—1, 1].
2. f(z)=4—2" eg(x)=—1, nointervalo [—1, 1].
3.f(r)=4—2" eg(x)=4 nointervalo [—1, 1].

4 f(x) =cosz  eg(x)=senx,  nointervalo[0, /4]
5.f(x) =cosz  eg(x) =senx,  nointervalo|0,7/2].

Obtenha o comprimento das curvas:
6.y = 2/, no intervalo [0, 2].
Dica: para fazer a integral substitua =z = t? e use a Tabela.

7.y = %(1 — x?%) no intervalo [0, 5]
Dica: complete quadrados para efetuar a integral e use a Tabela.

8. Calcule o trabalho realizado pela forca F' = 3 cos mx (a) no in-
tervalo [0 : 1] e (b) no intervalo [0 : 2] Neste Gltimo caso, vocé tem
uma explicacdo para o resultado? (O grafico da fun¢do ajuda, e muito)

Este enunciado é para as questdes 9 e 10.

Um corpo de massa m = 3kg desliza sobre um plano incli-
nado cuja superficie faz um angulo 6 com a horizontal. A cinco me-
tros (5 m) de altura do solo tem velocidade de 4m/s.( considere

g = 10m/s?.

9. Qual sera a velocidade no solo, se o plano for considerado sem
atrito?

10. Considerando que o plano inclinado tem atrito e a velocidade
no solo é 10 m /s, qual foi o trabalho da forga de atrito?

TAREFA 3.1
1. Esboce o grafico e calcule a area entre as curvas f(x) = x° — x
e g(x) = 3z, nos intervalos: (a)[-2,0] e (b)[-2:2]
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2. Obtenha o comprimento da curva dada pela funcao
y= 2% — 3z + 2 nointervalo [0,2]

3. Em um corpo em repouso de massa m = 2 aplica-se uma forca

F = 3+/x. Qual sera a velocidade do corpo apés percorridos 4
metros? Resposta: 4m/s.
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ANEXOS

GABARITO DA TAREFA 2.2

dx
Im

9-x2

Usaremos a seguinte substitui¢do trigonométrica:

x=3-sena dx=3-cosa da

que aplicada no denominador do integrando, fornecera:
9-x*=9-9-sen’a =9-(1-sen’a)=9-cos’

Com isto, teremos:

1
cos’ &

‘[ dx :J- ! 77(3-cosa da) =1J‘ da =éjsecza da =étga+C

©9-x*)"* Y (9-cos’ a) 9

Observando o tridngulo acima, concluimos que:
X

9—y?

J‘Lz lt a+C =
(9_x2)3/2 9g

O | =

J- dx
x(9—x%)

Neste problema, usaremos exatamente a mesma substitui¢do trigonométrica do problema ante-
rior, 0 que nos levard ao seguinte resultado:

2
J. & 2 =I ! 3 (3-cosax) da =lj da =ljsec ada
x(9-x*) 7 (3-sena)(9-cos’ ) 9° sena-cosa 9

tga
Que é a derivada da tangente sobre a tangente, ent3o a integral é logaritmo da tangente, assim:

e _1
J.W = 9 ln|tga|+C

Recorrendo a mesma figura do exercicio anterior, teremos:
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X

9—x?

In +C

O | —

dx _
J-x(9—x2) B

dx
I x(9+x%)

Jonc )

Usaremos a seguinte substitui¢do trigonométrica:

x=3-1ga dx=3-sec’ a da

que aplicada no denominador do integrando, fornecera:

x(9+x%)=3tga-(9+9-tg°a) = 3tgar - 9(1 +tg°cx) = 3tgar - 9sec’ «

O resultado acima, levado a integral, nos conduzird ao seguinte (apds simplificacdes):

J'L2=l La’a=l~.|-Cotgoz da=l-ln|sena|+C
x(9+x7) 9 ‘1ga 9 9

Observando o tridngulo acima, concluimos que:

X

9—x?

+C

dx 1
I—z=—'ln
x(9+x7) 9

GABARITO DA TAREFA 2.3

A férmula geral da integracdo por partes é:

Jfx)g (x) = flx)g(x) — [ g(x)f (x)

Na pratica utilizamos: u=f(x) du= f(x:'l
v=g(x) dv=g(x)
Assim: Judv =uwv — [vdu
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Questao 1

J-xexdx
Aescolhaeru =x dv = e% queresultaem: du = dx v= g%

Substituindo, vem:
Jxexdx=xex—Jexdx =xet—e*+ 0

Questao 2
J- xsenxdx =x(— ccrsxj—J- —cosxdx = —xcosx + senx + C
uU=x dv = senxdx
du = dx v=jsemdx=—r:osx
Questao 3
x 1 x 1 x? x
xcosiydr =x (— + - senzx) —+ —sen2xdx = — + —sen2x
2 4 2 4 2 4
x x? x x? 1
U. — J. seanrix] =—+4 —senlx ——— —J. senZxdx
2 2 4 4 4
| x?  xsenZx x° cos2x
——+ sean———— senudu = —+—— —
2 4 8 2 4 4 8
B x2 N xsean cosZx
4 4 8

Fazendo as substituicdes trigonométricas:
x*  x senx cosx

2 dx:_
J.xcusx 4+ 2 + 2

caszx

A escolha de u e dv foi:

uU=x dv = cos®xdx

&

du=dx v=[cos’x= %f 1+ cos2xdx = ?-l—%senzx-l- c

Outra escolha possivel é: u=xcos(x) e dv=cos(x)
Tente usar esta substituicdo e veja como fica mais facil
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Questao 4

[ x*cosxdx = x*senx — [ senx - 2xdx = x"senx — 2 [ xsenxdx =

-
=

uU=x dv = cosxdx

du = 2xdx v = f cosxdx = senx

Aplicando integral por partes novamente temos:
f SENX - XX = —XCOSX — J- cosxdx = —xcosx +senx + C

U=x dv = senxdx

du = dx v= Jsemdx = —rosXx

Substituindo novamente temos

J-x‘casxdx =x“senx — J senx - 2xdx = x“senx — 2 fxsenxdx = x“senx

— 2(—xcosx + senx)

= x’senx + 2xcosx — 2senx + C

Questao 5

fo'_"gg v*cos(z)dr =?

u = e dv = cos(x)dx, entao”

du =2xdx e v = sen(x)

Substituindo na férmula de integrais por partes, vem:

w/2

o = 2];}'*"}2 zsen(z)dx

j;;ﬁ? 22cos(x)dr = z*sen(x)

Integrando novamente por partes o segundo termos, temos:

jr‘@ z?cos(z)dr = [2%sen(z) + 2zcos(z) — 288?1(.‘}‘?)}3'}’2
Ou:

jgﬁ 22cos(z)dx = (r/2)% sen(w/2) + 2 (7/2) cos(w/2) — 2sen(pi/2)

jgﬁ 22cos(z)dr = (7/2)* — 2 2 0,47
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Questao 6
2

3 3 3
f(1+3x)dx=f 1dx+f Jxdx = x|3 +
1 1 1

Questao 7
T2 cosx T2 cosx du 1 du 11 1 1
—dx = = = — = —u |1D,J5=—(———)=1,l]
/g SENTX mjg U COSX o5l 1 05
U = senx du = cosx
sen {E) =05 e sen G) =1lx
Questao 8
J- e ¥dx=lim | e =lim —e ¥} = lim —e™'— (—e?) =1
[ =4 =+
o 0
Questao 9
a. “ =T . w =2 1. xz:_l 12 1%
~r1 xe® dx = 11m:_}+m_|r1 xe* dx —E:ETME ]1 ——[e —e ) =
) x* ] ) x° 1 ] x° ! 1 = o
b. xe® dx = lim xe* dx=—lime ] =—[e‘—e)=°"
0 =4 2 1=t 2
Questao 10
2 dx x12 T
f ——— =3sin? —] = arcsen(1) — arcsen(—1)=——(—=) ==
—32 ‘.,u'l"-l- —_ x: 2 —2 2 2
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GABARITO TAREFA 2.4

Questao 1
Inicialmente, vamos considerar (para tornar o problema mais facil) que o sentido para baixo é positivo.

Vamos tomar a velocidade inicial (V) é para baixo. O arranjo de forcas pode ser visto no exercicio
similar da apostila.

V)
fa
o L
| ol P
fa
mg mg

Como estamos considerando positivo para baixo, a aplicagdo da segunda lei de Newton nos da
3 equacgao:

5
mg — Yyv- = ma

Onde a é aceleracao, @ = ﬂ—; assim:

2 dv
mg —yvT = m—
dt
Devemos separar as variaveis U e t:
mg 5> mdv 5 > mdv
— =" = a” —v°

v 5 dt Ty dt

Aqui @~ € uma constante dada por: a’ = T—f‘q Isso é somente para facilitar a escrita, deixa a equa-
¢do mais limpa.
~ dv
Ldt = ——
m as — v-

Agora podemos integrar com os seguintes limites de integracdo: em £ = 0 a velocidade é v e no

t v
: dv
| dr= / prR—
m Jo o @2 — U

‘0

tempo £ a velocidade é U. Assim:
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Aintegral tem como resultado:

—t = —1In
m 20 a—uvl,
ve
Que pode ser rearranjado como:
a+v a—+ vy
2alt = In —In
m a—v a — vy

Substituindo o @ e unindo os logaritmos:

90 /14— [T VA" %
m a—va+ vy

Novamente, para facilitar, vamos substituir: 4 / Lt = ¢

T

o at+va—1uy
e’ = _
a—va-+ vy

Vamos considerar o caso mais simples, vy = 0. A equacio fica:

' a-+v
o2t —
a—uv
Agora vamos isolar V:
f BYU -)!
a+v=(a— ’U)€2t = ae?l — pe?
. 2t 2!
v+ve =aes —a
ou
YL
2t — 1
UV=0——
621‘ + 1
!
Podemos colocar em evidéncia e‘ :
r ’ gt ’ o
el el —e! el —e! senh(t') ,
V= a—— 5= a— - = — = a tgh(t')
el el + e~ el + et cosh(t')

A velocidade depende da tangente hiperbdlica do tempo. Apds substituir @ e t' temos, finalmente:

v(t) = \/@tgh (\/%t)

Qual é a velocidade final do objeto?
E simples. Para t tendendo a um valor muito grande, a tangente hiperboélica tende a 1, assim

_ [mg
Umax = N

Como ficara a solugdo para o caso de ¥y ser diferente de zero?
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2 a+va—
a—va-+ vy
Apés uma pagina de conta chega-se, facilmente, a:
vo + a tgh(t')
v(t) =a
a+ vy tgh(t')

. ~ . . ~ e !

Para deixar a equagdo mais simples ndo substituimos a e 1.
Outra forma de solucionar esse problema, é considerar positivo para cima. Nesse caso tome cuida-
do com a integral, pois na Tabela a solucdo da integral é o logaritmo do médulo de uma fungao. Nesse

caso, deve-se tornar cuidado em tornar a fun¢do positiva para nos “livrar” do moédulo.

Vamos agora ao caso de vy para cima (positiva). Neste caso, a equacao fica:

9 dv
—mg — Y- =m—
g—=" di
mg 5, mdv 5 o  mdv
—— =y = —— —a"—v = ——
v v dt ~ dt
Novamente a* = =
vy dv
——dl = 5
m a® + v

Os limites de integracdo: em t = 0 a velocidade é v e no tempo t a velocidade é v. Assim:

t v
/ dv
-L f dt = / 3
m 0 v a=—+v

' v (0]
—t = arctg (—) —arctg (—)
a a
Aqui, como antes, t' = 4/ ’}*g/m. Isolando v:

v Vo '
arctg | — | =arctg| — ) —1
a a

Neste problema, velocidade inicial para cima, a velocidade inicial ndo pode ser nula. Finalmente

temos:
v(t) =atyg (arctg (2) — t’)
a
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