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APRESENTACAO

A disciplina de matemadtica Discreta abordara os contetidos relevantes na computa-
¢ao, principalmente nas areas de programacao e modelagem matematica. Este livro
abordard conceitos bdsicos sobre a Teoria dos Conjuntos e aprofundara contetidos
como Inducdo Matemdtica e Teoria dos Grafos. Por fim, veremos um problema
classico de modelagem matematica e dois problemas que possibilitarao ao aluno
pesquisar e compreender uma das aplicacdes praticas da matematica discreta na
computacao. Este livro estd organizado da seguinte forma:

O Capitulo 1 apresenta os conceitos basicos sobre a Teoria dos conjuntos, como
as definicoes dos termos que serdo utilizados e as operagdes sobre conjuntos.

O Capitulo 2 apresenta os conceitos sobre fungdes e relacdes. Tanto na matematica
quanto na computacio os conceitos de funcdes sdo fundamentais. Neste capitulo
abordaremos os conceitos matematicos sobre funcoes e suas relacoes.

O Capitulo 3 apresenta os conceitos fundamentais sobre a indugdo matemaética
e recursividade.

O Capitulo 4 apresenta os conceitos sobre conjuntos contdveis, incontaveis e
enumerabilidade. Tais conceitos fazem parte da teoria dos conjuntos e sao impor-
tantes na resolucao de problemas que envolvam a enumerabilidade de conjuntos.

O Capitulo 5 apresenta conceitos sobre grafos e arvores. Tais conceitos fazem
parte da Teoria dos Grafos e possuem inumeras aplicacdes tanto na matemaética
quanto na computacao.

O Capitulo 6 apresenta alguns problemas cldssicos da teoria dos grafos. Esses
problemas sdo pesquisados e utilizados como referéncia de estudos na grande
maioria dos livros didaticos sobre teoria dos grafos.



ENTENDA OS iCONES

(@) ATENGAO: faz uma chamada ao leitor sobre um assunto,
abordado no texto, que merece destaque pela relevancia.

INTERATIVIDADE: aponta recursos disponiveis na internet
(sites, videos, jogos, artigos, objetos de aprendizagem) que
auxiliam na compreensao do contetido da disciplina.

SAIBA MAIS: traz sugestoes de conhecimentos relacionados
ao tema abordado, facilitando a aprendizagem do aluno.

D TERMO DO GLOSSARIO: indica definicao mais detalhada de
um termo, palavra ou expressdo utilizada no texto.
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INTRODUCAO

Matematica discreta compreende um conjunto de técnicas matemadticas para a
modelagem de problemas na drea de Ciéncia da Computacdo. A drea de computagao
muitas vezes é vista como uma area de programac¢ado ou até mesmo engenharia
de software. No entanto, computacdo estd muito mais relacionada a solucao de
problemas, e desta forma, a matemaética discreta torna-se fundamental. Muitos
problemas computacionais sao formalizados e resolvidos por meio da matematica.
Estaresolucdo de problemas, muitas vezes implica em analisar como os problemas
podem ser resolvidos em termos de corretude e/ou eficiéncia, por exemplo, uma
andlise matemadtica poderia dizer se a resolucdo de um problema computacional
é mais eficiente em termos de uso de recursos com uma técnica ou outra e com
base em uma avaliacdo matemadtica rigorosa.

A Tabela 1 apresenta os topicos que veremos neste livro e uma das possiveis
areas de aplicacdo na computacao.

Tabela 1 - Principais tépicos abordados e suas aplicacoes

TOPICOS EM MATEMATICA DISCRETA APLICAGCAO EM COMPUTAGAO

Teoria dos Conjuntos Inteligéncia Artificial e Sistemas Distribuidos
Fungdes e relagdes Banco de Dados e Projeto de Algoritmos
Grafos Linguagens de programagdo e Engenharia de Software

Fonte: do autor.
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1.1
CONJUNTOS

Como vimos em l6gica matemadtica, as sentencgas podem ser verdadeiras ou falsas.
No entanto, muitas sentencas podem ser mais complexas e apenas uma conclusao,
verdade ou falso, ndo é suficiente. Suponhamos que temos a seguinte proposicao:

“x é um nimero par”

Desta forma, observamos que esta sentenca é verdadeira para determinados
valores e falsa para outros. Sendo assim, podemos perguntar:

¢ Quais os valores de x sao validos?
* Quais sdo os valores de x para que a sentenca seja verdadeira?
¢ Quais sao os valores de x para que a sentenca seja falsa?

Para responder estas questdes nds usamos a noc¢ao de Universo e, assim, pre-
cisamos considerar os Conjuntos. No contexto desse livro, usaremos uma letra
maiuscula do nosso alfabeto como nome de um conjunto, e os elementos por
letras mintsculas. Para representacdao de um conjunto, utilizaremos uma das duas
formas seguintes:

* Listagem dos elementos: nesta representacao, todos os elementos do conjunto
sdo apresentados numa lista, envolvidos por um par de chaves e separados por
virgula ou ponto e virgula. Por exemplo: A={0, I, 2, 3}, B={0,1;5,56}.

* Propriedade dos elementos: nesta representacdo, quando a quantidade de
elementos for muito grande e nao for conveniente escrever todos os elementos que
formam o conjunto, o descreveremos por uma propriedade possuida por todos os
seus elementos. Por exemplo: A = {x I x ¢ um algarismo par menor que 9}. Lé-se: O
conjunto A é formado pelos elementos x, tal que x é um algarismo par menor que 9.

Definicao: Conjuntos sdo definidos como uma cole¢do de objetos similares.
Conjuntos também podem ser chamados de Cole¢des ou Classes. Conjuntos sao
formalmente descritos como:

S ={s1, 82, 83, ..., SN}
ou seja, um conjunto de nome S possui os elementos s1, s2, s3 até sn, onde n pode
ser qualquer nimero inteiro maior que 3. Neste exemplo, o conjunto S é finito com
n elementos. Caso queiramos representar um conjunto infinito, entao definimos

formalmente como:

S ={s1,82,83, ...}
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ou seja, o conjunto tem infinitos elementos.

Um elemento de um conjunto é definido formalmente como:

s1CS

onde lé-se que “s1 estd contido no conjunto S” ou podemos representar a negacao

sl¢5

onde lé-se “s1 nao estad contido no conjunto S”.

como

Na teoria de conjuntos, conjuntos numéricos sdao fundamentais e temos que
ter o total entendimento deles. Sdo eles:

Conjuntos dos Niimeros Naturais;
Conjunto dos Nuumeros Inteiros;
Conjunto dos Niimeros Racionais;
Conjunto dos Numeros Irracionais;
Conjunto dos Niimeros Reais.

O conjunto base para os trés conjuntos é o Conjunto dos Niimeros Naturais,
que corresponde a um conjunto com nimeros inteiros nao negativos. Formalmente
é definido por:

N={0) I )2)3)"-}

Desta forma, definimos um Conjunto dos Niimeros Inteiros como:
7={...,-2,-1,0,1,2,...}
O Conjunto dos Niimeros Racionais é formalmente definido por:

Q ={Va, bCZ}

ou seja, todo ntimero inteiro pode também ser reescrito em um niimero racional,
pois niimeros racionais sao representados por uma fragao entre dois nimeros.

O Conjunto dos Nimeros Reais é formalmente definido por:

R = {xVxéumnumerodecimal}

ou seja, os niimeros reais englobam nimeros inteiros e fraciondrios (racionais),
positivos e negativos. Os nimeros reais sdo nameros usados para representar
uma quantidade continua (incluindo o zero (0) e os niimeros negativos). Pode-se
pensar num ntimero real como uma fracao decimal possivelmente infinita, como

3,141592(...).

LICENCIATURA EM COMPUTAGAO | Matematica .13



Observa-se que quando um conjunto é composto por nimeros reais e estes
sdo descritos com alguma fragdo decimal, costuma-se separar os elementos de
um conjunto com ponto e virgula (;), por exemplo:

S={1,1;2,4;4,6;1,4}
onde 1é-se: o conjunto S é formado pelos 4 elementos.

O Conjunto dos Niimeros Irracionais é definido como: um Ntmero Real (R)
que ndo pode ser obtido pela divisdo de dois Numeros Inteiros (Z), ou seja, sao
numeros reais, mas nao racionais (Q).

Além dos conjuntos numéricos vistos, temos outros conjuntos importantes na
Teoria de Conjuntos, que sao:

¢ Conjunto Vazio

¢ Conjunto Unitario

O Conjunto Vazio é um conjunto que ndo possui elementos e usualmente é
representado pelo simbolo:

desta forma, quando o conjunto vazio aparecer dentro de um conjunto, ele deve
ser tratado como um elemento desse conjunto. Por exemplo:

S={D,1,2}

entdo, o conjunto S possui 3 elementos, sendo que um deles € o vazio, ou formal-
mente podemos dizer que:

eSS

O Conjunto Unitdrio é um conjunto com apenas um elemento. Por exemplo:
S={1}
onde 1é-se: o conjunto S possui apenas o elemento 1.
Uma observacdo importante se faz com relagdo a Conjuntos e Sequéncias. Na

matematica os elementos de um conjunto nao possuem ordem. No entanto, se-
quéncias sdo caracterizadas pelas ordens de seus elementos.
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1.1.1 Abstracao de Conjuntos

Como podemos observar, na matematica abstraimos objetos da vida real e os des-
crevemos como simbolos. Desta forma, podemos formalizar e justificar (provar)
matematicamente muita coisa. No entanto, podemos também fazer um gancho
com a nossa realidade e observar que a matemaética esta presente no nosso dia-
-a-dia. Conjuntos sdo a base da matemadtica e sao facilmente entendidos quando
observamos o mundo em que vivemos. Por exemplo, poderiamos imaginar os
seguintes conjuntos:

* Conjunto composto pelos estados do Brasil

¢ Conjunto de alunos matriculados na disciplina de L6gica Matematica
* Conjunto de jogadores da selecdo brasileira de Basquete

* Conjunto de pecgas de uma determinada colecao

O processo de abstracdo que usaremos na disciplina é bastante simples. Por exemplo,
se considerarmos o primeiro exemplo:

Conjunto composto pelos estados da regido sul do Brasil - determinamos que
este conjunto se chama B, entdo temos que:

B={pr, rs, sc}

temos que o conjunto é composto por 3 elementos onde cada um corresponde a
um dos estados do Brasil. Desta forma, podemos dizer, por exemplo, que:

rs€’B

onde lé-se que rs estd contido em B, ou seja, o estado do Rio Grande do Sul faz parte
do conjunto composto pelos estados da regido sul do Brasil.

1.1.2 Exemplos de Conjuntos

Exemplo 1:

{x:xeNe-2<x<2}={1}

onde 1é-se: conjunto representado por x tal que x pertence ao conjunto dos niimeros
Naturais e x € maior que -2 e menor que 2. Desta forma o conjunto é equivalente
ao conjunto composto pelo nimero 1.

Exemplo 2:

{x:xeZe-2<x<2}={-1,0,1}

LICENCIATURA EM COMPUTAGAO | Matematica .15



onde 1é-se: conjunto representado por x tal que x pertence ao conjunto dos nimeros
Inteiros e x € maior que -2 e menor que 2. Desta forma o conjunto € equivalente
ao conjunto dos niimeros -1, 0 € 1.

Exemplo 3:
x:xeNe-1<x<1}=

onde 1é-se: conjunto representado por x tal que x pertence ao conjunto dos niimeros
Inteiros e x € maior que -1 e menor que 1. Desta forma o conjunto é equivalente
ao conjunto vazio @.

1.1.3 Diagramas de Venn

Os Diagramas de Venn sdo usados para descrever relacoes légicas entre um nime-
ro finito de conjuntos. Em um diagrama de Venn, o retdngulo externo representa
o conjunto de todos os elementos possiveis do universo, enquanto os circulos
fechados representam os conjuntos distintos de elementos. Estes conjuntos tam-
bém podem ser denotados utilizando letras maitisculas e seus elementos letras
mindsculas e nlimeros.

Um diagrama é uma representacgdo visual que ajuda na compreensao dos conceitos.
Por exemplo, o conjunto:

S={a,b,c}

E representado pelo seguinte Diagrama de Venn conforme a Figura 1:

Figura 1 — Diagrama de Venn

S

Fonte: do Autor

No decorrer da préxima secdo, estaremos usando os Diagramas de Venn para um
melhor entendimento das operagdes sobre conjuntos.

16-



1.2
OPERACOES SOBRE CONJUNTOS

Operacdes com conjuntos sdo combinag¢des de dois ou mais conjuntos onde o
resultado é um novo e tinico conjunto. Na computagado essas operacdes sio muito
utilizadas na drea de Banco de Dados. No decorrer desta secdo usaremos como
nomes de conjuntos as primeiras letras do alfabeto em maiusculo (A,B,C,D,...)
e como elementos, dos conjuntos, letras do alfabeto em mintsculo (x,a,b,c,...) e
nuameros (1,2,3,-1,...).

1.2.1 Uniao de Conjuntos

Consideramos os dois conjuntos distintos a seguir:
A={1,2}
B={3,4}

Podemos imaginar um novo conjunto que corresponderia aos conjuntos A e B,
ou seja, um conjunto com todos os elementos de A e B. Entao temos:

C={I)2)3)4}

Assim, criamos um conjunto C que corresponde a Unido dos conjuntos A e B.
Representamos a unido dos conjuntos A e B como:

AUB
De acordo com o exemplo, teriamos que:
AUB=C
ou seja,

AUB={1,2,3,4}

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Definimos como Unido de A
e B aum novo conjunto, representado por AUB, formalmente definido:

AUB={xeU; x€ A VxeB}

LICENCIATURA EM COMPUTAGAO | Matemdtica 17



onde lé-se: conjunto A, unido com conjunto B, compreende em x pertence ao
Universo tal que x pertence ao conjunto A ou x pertence ao conjunto B. Observa-se
que a operacao de Unido de dois conjuntos tem como base a operacao légica da
disjuncdo de duas proposicoes. Ou seja, se temos que x€AUB significa que Xx€A ou
x€B. Assim, caso x€AUB tiver valor 16gico verdadeiro entdo sempre que uma das
proposicdes x€A ou xeB serd verdadeira. Desta forma temos o seguinte teorema:

Teorema 1: Para qualquer subconjunto de A e B tem-se:
AC(AUB) e BC(AUB)

ou seja, A estd contido na unido dos conjuntos A e B, e B estd contido na unido dos
conjuntos A e B.

AFigura 2 apresenta o Diagrama de Venn, que representa a uniao de dois conjuntos
A e B, descrito por:

Figura 2 — Diagrama de Venn com a uniao de dois conjuntos.

A B

Fonte: do autor

Teorema 2: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, tem-se:
AUB=BUA

ou seja, da mesma forma que a disjuncao de proposi¢oes possui a propriedade
comutativa, os conjuntos também possuem essa mesma propriedade. Assim, a
unido dos conjuntos A e B é igual a unido dos conjuntos B e A.

Outro caso particular da unido é com o conjunto vazio. Como nao hé qualquer
elemento que pertenca ao conjunto vazio, dizer quex€AU®@ ¢é equivalente a dizer
que x€A. Por outro lado, tendo em conta a comutatividade da unido de conjuntos,
ja sabemos que AU@=0UA. Podemos demostrar com o seguinte teorema:
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Teorema 3: Para qualquer que seja o conjunto A, tem-se:
AU=0UA=A

Desta forma, qualquer unidao de um conjunto qualquer com o conjunto
vazio resulta no préprio conjunto.

1.2.2 Interseccao de Conjuntos

Consideramos os dois conjuntos a seguir:
A={1,2,3,4}
B=13,4,5,6}
Podemos imaginar um novo conjunto que corresponderia aos elementos em

comum dos conjuntos A e B, ou seja, um conjunto com todos os elementos que
estdo em A e em B. Entao temos:

C={3,4}

Assim, criamos um conjunto C que corresponde a Intersec¢dao dos conjuntos A
e B. Representamos a interseccao dos conjuntos A e B como:

ANB
De acordo com o exemplo, teriamos que:
ANB=C
ou seja,
ANB={3,4}

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Definimos como Interseccao
de A e B a um novo conjunto, representado por ANB, formalmente definido:

ANB={xeU;xcAxcB}

onde 1é-se: conjunto A intersec¢do com conjunto B, compreende em %, pertence ao
Universo tal que x pertence ao conjunto A e x pertence ao conjunto B. Observa-se
que a operacao de Interseccdo de dois conjuntos tem como base a operacao logica
de conjuncdo de duas proposicdes. Ou seja, se temos que X€ANB significa que,
xE€A e xeB. Assim, caso x€ANB tiver valor 16gico verdadeiro entdo sempre as duas
proposicoes x€A e xEB serdo verdadeiras. Desta forma temos o seguinte teorema:
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Teorema 4: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, tem-se:
(AnB)CAe (ANB)CB

ou seja, ainterseccao dos conjuntos A e B estd contida no conjunto A e a intersec¢ao
dos conjuntos A e B estéd contida no conjunto B. Informalmente vocé pode imaginar
a interseccdo como os elementos em comum de dois ou mais conjuntos.

A Figura 3 apresenta o Diagrama de Venn que representa a intersec¢do de dois
conjuntos A e B é descrito por:

Figura 3 — Diagrama de Venn com a intersec¢do de dois conjuntos.

A B

Fonte: do autor.

Desta forma, a interseccdo entre os dois conjuntos A e B representa os elementos
em comum dos mesmos. Como vimos que a ordem dos elementos em um con-
junto ndo é considerada e que a operacdo de interseccao entre dois conjuntos da
origem a um novo conjunto com apenas os elementos em comum de A e B, temos
um seguinte teorema:

Teorema 2: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, tem-se:
AUB=BUA

ou seja, da mesma forma que a conjuncao de proposi¢oes possui a propriedade
comutativa, os conjuntos também possuem essa mesma propriedade. Assim, a
interseccdo dos conjuntos A e B é igual a intersec¢ao dos conjuntos B e A.

Outro caso particular da interseccdo é com o conjunto vazio. Como nao ha
qualquer elemento que pertenca ao conjunto vazio, dizer que x€AUQ é equiva-
lente a dizer que o préprio conjunto é vazio, pois ndo temos elementos em comum.
Por outro lado, tendo em conta a comutatividade da interseccdo de conjuntos, ja
sabemos que AUD=AC U. Podemos demostrar com o seguinte teorema:
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Teorema 3: Para qualquer que seja o conjunto A, tem-se:

AND=CONA=U
Desta forma, qualquer unido de um conjunto qualquer com o conjunto vazio re-
sulta no préprio conjunto.

1.2.3 Difereng¢a de Conjuntos
Dado os dois conjuntos a seguir:

A={1,2,3,4}

B={3,4,5,6}

Podemos imaginar um novo conjunto, que corresponderia aos elementos, que
pertence ao conjunto A mas nao pertence ao B. Entdo temos:

C={1,2}

Assim, criamos um conjunto C que corresponde a Diferenca dos conjuntos A e
B. Representamos a diferenca dos conjuntos A e B como:

ANB
De acordo com o exemplo, teriamos que:
A/B=C
ou seja,
A/B={1,2}

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, entdo a diferenca entre os
conjuntos A e B é dada por:

A/B={xcU;xcAAXEB}

ou seja, a diferenca entre os conjuntos A e B é dada por: x pertence ao universo tal
que X pertence ao conjunto A e x nao pertente ao conjunto B.
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1.2.4 Diferenca Simétrica de Conjuntos
Dado os dois conjuntos a seguir:
A={1,2,3,4}
B=1{3,4,5,6}
O conjunto resultante da diferenca simétrica, entre os conjuntos A e B, é dado

pelos elementos que pertencem a A , entdo pertencem a B, e os elementos que
pertencem a B e ndo pertencem a A. Entao temos:

C={I r2r5r6}

Assim, criamos um conjunto C que corresponde a Diferenca Simétrica dos
conjuntos A e B. Representamos a diferenca simétrica dos conjuntos A e B como:

A®B
De acordo com o exemplo, teriamos que:
A®B=C
ou seja,
A®B={1,2,5,6}

Definicao: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, entdo a diferenca simétrica
entre os conjuntos A e B é dada por:

A®B={(A/B)U(B/A)}

ou seja, a diferenca simétrica entre os conjuntos A e B é dada pela diferenca entre
os conjuntos A e B unido com a diferenca entre os conjuntos B e A.
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1.3
RELACOES EM CONJUNTOS

Nesta se¢do vamos fixar os conceitos sobre Conjuntos e suas operacoes bdsicas.
Duas relacoes sao extremamente importantes, sdo elas: Relacao de Pertinéncia e
Relacao de Inclusio.

1.3.1 Relagao de Pertinéncia

A relacao de pertinéncia indica se um determinado elemento pertence ou ndo a
um determinado conjunto. Por exemplo, considerando o conjunto A, formalmente
definido por:

A={I)375777971 I}

Temos, por exemplo, a seguinte Tabela 2

Tabela 2 — Formalizacao de elementos com suas traducoes

FORMALIZAGAO TRADUGAO PARA A LINGUAGEM NATURAL

1€ A O elemento 1 pertence ao conjunto A
1,3,5€A Os elementos 1,3 e 5 pertence ao conjunto A
1€ A O elemento 2 ndo pertence ao conjunto A
2,4¢ A Os elementos 2 e 4 ndo pertencem ao conjunto A

Fonte: do autor.

Observe que a tabela apresenta apenas alguns exemplos, ndo sendo exaustiva.
Outra observacao importante sobre a relagdo de pertinéncia é que sempre rela-
cionamos elementos visiveis a um conjunto. Para isso usamos os simbolos:
e Pertence: formalmente utilizado em uma férmula como elementoc Conjunto.
* Nao pertence: formalmente utilizado em uma férmula como elementog Conjunto.
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1.3.1 Relacao de Inclusao

A relagdo de inclusao indica se um conjunto estd contido ou ndo em outro. Por
exemplo, considerando os conjuntos A e B, formalmente definidos por:

A={1,2}e
B={Ir2r3r4r5}

temos, por exemplo, que:

ACB

ou seja, os elementos do conjunto A estdo contidos no conjunto B. Concluimos
que, se todos os elementos de um conjunto pertencem a outro, entdo o primeiro
conjunto estd contido no segundo. No entanto, se um tinico elemento do primeiro
conjunto ndo pertencer ao segundo entdo o primeiro conjunto ndo esteja contido
no segundo.

Generalizando, temos a tabela 3:

Tabela 3 — Formalizagdo de elementos bésicos e sua traducao.

FORMALIZAGCAO TRADUGAO PARA A LINGUAGEM NATURAL

ACB 0 conjunto A esta contido no conjunto B

ACA 0 conjunto A ndo esta contido no conjunto B

ADB O conjunto A contém o conjunto B

ADB 0 conjunto A ndo contém o conjunto B

ACB O conjunto A estd contido ou é igual ao conjunto B
AZB 0 conjunto A ndo esta contido e ndo é igual ao conjunto B

Fonte: do autor.
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INTRODUCAO

O estudo de funcgoes é extremamente importante na computacao. A programacao
de computadores se d4, muitas vezes, com a definicao de funcoes e as suas relacdes.
Neste capitulo veremos primeiramente os conceitos bésicos sobre produto carte-
siano de conjuntos e relacdes. Apos, veremos as funcoes matematicas. Por fim, sdo
apresentados exercicios de fixacdo. Um dos termos mais difundidos da matemaética
dentro da computacao é o de Funcdes. Quando estudamos pela primeira vez as
funcoes, aprendemos que uma funcao nada mais é do que uma relacao entre ele-
mentos de dois conjuntos. Quando comecamos a estudar computacao, novamente
temos que rever funcgdes. Neste capitulo veremos o que sdo e suas principais relagoes.

Este capitulo esta dividido em 3 partes. Primeiramente veremos o Produto
Cartesiano, que nada mais é do que a multiplicacao entre pares ordenados, envol-
vendo conjuntos distintos; Relacdes que sdo associacoes entre elementos de dois
conjuntos ndo vazios; e Fungdes onde veremos fung¢des parciais e totais.

No contexto da aplicacdo de funcdes, podemos destacar a sua importancia na
programacao de computadores. Muitas linguagens de computador tém como base
o uso de func¢des para a organizacao e estruturacdo dos algoritmos implementados.
Outro uso de fungdes, muito comum na computacao, se dé na drea de banco de
dados, que representam conjuntos estruturados de informagdes, onde a manipu-
lacdo desses dados se d4 por linguagens de programacao especificas que usam
diretamente os conceitos de funcoes e relacdes vistos neste capitulo.
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2.1
PRODUTO CARTESIANO

Definicao: dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A por B, denotado
AxB, é o conjunto formado por todos os pares ordenados (a, b) onde acAe beB.
Formalmente é definido por:

AxB ={(a,b)VV a€A, V bB}

ou seja, o produto cartesiano dos conjuntos A e B é igual ao par de elementos a
e b tal que para todo elemento a pertence ao conjunto A e para todo elemento b
pertence ao conjunto B.

Por exemplo, considere os conjuntos:

A={a,b} e B={1,2}
entdo temos que o produto cartesiano de A e B definido formalmente por AxB é:
AXB={(“, I),(ﬂ,Z),(b, I),(b,Z)}
No caso, se tivéssemos o produto cartesiano de BxA o resultado é:
AXB:{(I,a),(I,b),(Z,a),(Z,b)}

Em termos gerais, precisamos combinar cada um dos elementos de um conjun-
to, com todos os elementos do outro conjunto, formando os pares. Desta forma o
resultado terd um total de pares de:

n(A)-n(B)
onde lé-se, o numero de elementos do conjunto A multiplicado pelo nimero de
elementos do conjunto B. No exemplo acima, onde n(A) é igual a 2 e n(B) é igual
a 2, terifamos:
22=4

ou seja, o produto cartesiano entre A e B terd 4 pares.
Observa-se uma outra situacao possivel em se tratando de produto cartesiano.
Assim como podemos multiplicar, na forma comum, um nimero por ele mesmo,

podemos fazer o produto cartesiano de um conjunto por ele mesmo. Por exemplo:
AxA, lé-se: A cartesiano A.
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Neste caso, se tivermos o conjunto: A={1,2,3}e quisermos calcular AxA teremos
o resultado com 9 pares:

AxA={(1,1),(1,2),(1,3),(2,D,(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
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2.2
RELACOES

Relacdes no contexto informal, ou seja, do nosso dia-a-dia, podem ser das mais
diversificadas, como parentesco, maior, menor, igual. Por exemplo, Jodo é filho
do Paulo (relacao de parentesco), o prédio da esquina é o maior da rua (relacao
de maior), Argentina faz fronteira com o Rio Grande do Sul (relacao de fronteira).

No contexto da matematica (conceito formal) é muito utilizada em linguagens
de programacao e banco de dados, por exemplo.

Definicao: Dados os conjuntos A e B, uma relacao R de A em B, denotada por
R:A— B é qualquer subconjunto do produto cartesiano AxB. Essa relacdo também
é chamada de Relacdo Bindria.

Assim temos que:

- Considerando RS AxB, significa que R é um conjunto de pares ordenados da
forma (a, b) onde a€ Ae beB.

- E comum o uso da notacéo a Rb para denotar (a,b)€R. Desta forma, podemos
dizer que a estd relacionado com b por meio da relacao R.

Por exemplo, considerando os seguintes conjuntos:

A={a,b,c}
B={ 112)3}

Entdo temos que a relacdo R:A— B poderia ser:

R={(6l, I),(b,Z),(C,Z)}Ou
P={(a,a),(b,c),(b,a)}

Continuando o exemplo, se tivéssemos a seguinte relagdo:

Entao ndo teriamos uma relagdo valida pois subconjunto resultante é gerado
pelo produto cartesiano BxA.

Definicao: Imagem de uma relacdo

A Imagem de uma relacao R é denotada por I(R) e é o conjunto formado pelos
segundos elementos de cada par ordenado da relacdo. Por exemplo, considerando
arelacao:

R={ (a; I) ’ (b,2) ’ (C)Z)}
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a imagem correspondente é:

I(R)={1,2,2}

2.2.1 Propriedades das Relacoes

Seja Aum conjunto ndo vazio e R uma relacao em A, podemos explorar as seguintes
situacdes: reflexividade, simetria, transitividade, e antissimétrica, como veremos
a seguir.
Definicdo: Relacao Reflexiva

Seja R uma relacdo de AxA. R é reflexiva se VxeA— (x,x) ER.

Ou seja, para todo elemento x que pertence ao conjunto A o par (X, X) pertence a
Relacao AxA. Por exemplo, considere o seguinte conjunto:

A={1 1213}
e R a sua igualdade entdo a relacdo é reflexiva para o resultado:
R={(I;I);(2)2))(3)3)}
Definicao: Relacdao Simétrica
Seja R uma relacao AxA. R é simétrica se dado (x,)) €R entao (),x) €R. Se para
quaisquer que sejam x,y€A, tem-se:
XRy=>yRx
ou seja, se existe uma relacao (x,y) entdo tem que ter o contrario (y,x) para ser
simétrica.
Por exemplo, dado o conjunto A={a,b,c} temos que a seguinte relacdo:

R:{(a,b),(a,a),(b,a),(c,c)}

é simétrica pois o contrario de cada elemento da relacao existe. No entanto, se
considerarmos a relacdo:

S={(a,b)}
ndo é simétrica pois deveria ter (b, a), ou seja, o contrério de (a, b) na relacao.
Definicdo: Relacao Transitiva
Seja R umarelacdo AxAR é Transitiva se dados (x,y) €R e (3,2) €R entdo (x,2) €R.

Se para quaisquer que sejam (x,),2) €A, tem-se:

XRyeyRz=> xRz
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Por exemplo, dado o conjunto A={1,2,3} temos que a seguinte relacao:
R={(I;I)y(113);(2)3)r(3)1)}
ndo é transitiva pois (2,3)€Re (3,1)ER, mas (2,1)ER.

Definicao: Relacao Antissimétrica
Seja R uma relacao AxA. R é antissimétrica se:

VXV y(xEAAYEAA(XY)ERA(VX)ER—X=y

ou seja, para que R seja antissimétrica basta existir algum x=y..
Por exemplo, dado o conjunto A={1,2,3} temos que a seguinte relacdo onde R: <:

R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}

é antissimétrica pois sempre tem um x igual a y.
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2.3
FUNCOES

Funcgdes sdo conceitos basicos da matemaética e muito empregados na computacao,
principalmente em linguagens de programacdo e banco de dados. Nesta secdo
veremos os conceitos bésicos sobre fun¢oes além das fungoes parciais e totais e
suas relagoes.

Definicao:

Sejam A e B dois conjuntos. Uma fun¢do de A em B geralmente é uma regra
V x€A (para todo x que pertence ao conjunto A) associado a um tinico elemento
x€B. Formalmente, temos que:

y=ft)
ou seja, y é igual ao retorno da fungdo f (x).

O termo grafico, na matematica, é usado quando representamos uma figura
por meio de uma condicao que é satisfeita pelos pontos da figura. Uma das repre-
sentacoes graficas mais comuns e importantes em matemadtica € o grafico de uma
funcao. Portanto, se temos que f é uma funcao de A em B, entdo o grafico defé o
conjunto de todos os pares ordenados (x, y) tais que y=f(x), ou seja:

grfico(f)={(x,y) €AxB:y = f(x)}

onde lé-se: o grifico de uma funcao f é igual ao par de elementos (x, y) que per-
tencem ao produto cartesiano entre A e B, tal que, para cada elemento de y, tem
um associado em f(x).

Definicao: Dominio de uma funcao
Considerando uma funcéo f: A— B o dominio corresponde ao conjunto A.

Definicao: Contradominio de uma funcao
Considerando uma funcao f: A— B o contradominio corresponde ao conjunto B.

Definicao: Imagem de uma funcao
Considerando uma fungao f: A—Baimagem correspondente de f é o subconjunto
de B, cujos elementos estdo associados a algum elemento do dominio.

Por exemplo, considere os seguintes conjuntos:

A={I)2)3)4} €
B= {4)5) 6, 7}
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Usualmente, como vimos, denotamos os pares ordenados por (%, y), onde x€ Ae
Y€ Be y=f(x), onde podemos representar o resultado (associacdo dos elementos (x,
y), como o Diagrama de Venn representado pela Figura 4:

Figura 4 — Representacdo dos conjuntos com Diagrama de Venn.

A B

Fonte: do autor.

Assim, temos o conjunto A com os elementos 1, 2, 3, 4 € 5; € 0 conjunto B com os
elementos 4, 5, 6 e 7. Todos os elementos do conjunto A estdo conectados (relacio-
nados) com um tnico elemento do conjunto B. Queremos saber qual é o dominio,
contradominio, imagem e possiveis valores de f(x), entao temos que:

¢ O dominio da funcao, formalmente representado por D(f), corresponde a
D(f)={1,2,3,4}, ou seja, o dominio é composto por todos os elementos do conjunto A.

* O contradominio da func¢ao, formalmente representado por CD(f), corresponde
a CD(f)={4,5,6,7}, ou seja, o contradominio é composto por todos os elementos do
conjunto B.

¢ A imagem da funcao, formalmente representada por I(f), corresponde a
I(f)={4,5,7}, ou seja, a imagem é composta por todos os elementos do conjunto B
que possuem alguma relacdo com algum elemento do conjunto A.

¢ Os possiveis valores de f(x) sao: f(1), f(2), f(3) e f(4), ou seja, o elemento x assu-
me o valor de cada um dos elementos do conjunto A. O resultado dessas funcoes
sdo, respectivamente: f(1) = 4, f(2)=7, f(3)=(5) e f(4)=7, ou seja, o resultado de f(x)
é sempre o correspondente y que corresponde a algum elemento do conjunto B.

Tendo o exemplo acima, podemos concluir que escrevemos f: A— Bpara indicar
que f é uma fung¢do com dominio A e contradominio B. Se (x,)) €fdizemos que y é
aimagem de x com base em f. Formalmente definido por y=f(x). Assim, para cada
elemento x€A corresponde a uma tnica imagem y< B. Dizemos que uma funcao
é bem definida se y1=f(x1), y2=f(x2) e x1=x2 entdo yI1=y2, ou seja, f(x1) = f(x2).

As fungdes podem ser classificadas como Injetora, Sobrejetora ou Bijetora, como
veremos a seguir.

Definicao: Funcao Injetora

Dada uma funcio f: A— B, dizemos que € injetora quando para quaisquer elemen-
tosxeydeA, f(x) = f(y) implica x =y, ou seja, quando x=y , em A, implica f(x)=f(y).
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Em outras palavras, f serd injetora se quaisquer elementos diferentes pertencentes
ao conjunto A tiverem imagens diferentes no conjunto B.
Por exemplo, considere o seguinte Diagrama de Venn representado pela Figura 5:

Figura 5 — Diagrama de Venn

A B

Fonte: do autor.

Assim, temos o conjunto A composto pelos elementos 1, 2 € 3 e 0 conjunto B com-
posto pelos elementos 2, 4 e 6. De acordo com a defini¢do de uma funcao injetora
concluimos que a funcio, representada no diagrama acima, é Injetora, pois os
elementos do conjunto A 1=2#3e f(1)=2+#f(2)=4+{(3)=6.

Definicdo: Funcao Sobrejetora

Dada uma funcao f: A— B dizemos que é sobrejetora quando para todo y€B
existe pelo menos um x€Atal que f(x) = y.

Por exemplo, considere o seguinte Diagrama de Venn representado pela Figura 6:

Figura 6 — Diagrama de Venn

A B

Fonte: do autor.

Assim, temos o conjunto A composto pelos elementos 1, 2 € 3 e 0 conjunto B com-
posto pelos elementos 2 e 4. De acordo com a definicao de uma fungao sobrejetora
concluimos que a func¢ao representada pelo diagrama acima é Sobrejetora pois para
cada elemento do conjunto B existe um elemento do conjunto A associado. Ou
seja, f(1)=f(2)=2 ef(3)=4 isto é, para qualquer elemento em B existe um elemento
em A tal que f(a) = b.

Definicao: Funcao Bijetora

Dadauma fungio f: A— Bdizemos que é bijetora, se, e somente se, ffor injetora
e sobrejetora. Assim, todo elemento pertencente ao conjunto B estd associado a
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um Unico elemento de A.
Por exemplo, seguinte Diagrama de Venn, representado pela figura 7:

Figura 7 — Diagrama de Venn

A B

Fonte: do autor.

A funcdo representada por esse diagrama é injetora e sobrejetora, ou seja, desta
forma ela é considerada também uma funcao bijetora.

2.3.1 Fungoes Parciais

No estudo das funcoes, geralmente temos as funcoes parciais e totais. Uma funcdo
parcial é uma relacao funcional. Se a relacao funcional for total, entdo é denomi-
nada de funcao total ou simplesmente funcao. Nesta secao veremos a definicao de
funcoes parciais e na préoxima secao as fungoes totais.

Definicdo: Funcao Parcial

Uma funcdo f de um conjunto A para um conjunto B, formalmente representado
por f: A— B é uma relacdo f S AxBtal que apenas alguns elementos do conjunto A
sdo relacionados com elementos tinicos do conjunto B, sendo:

(a,b1)efA(a,b2)cf=b1=b2
onde 1é-se: o par de elementos (a, b1) pertence a funcao e o par de elementos (a,

b2) pertence a funcdo implica que os elementos b1 e b2 sejam iguais. Em outras
palavras, é uma funcdo que ndo é definida para todos os elementos do dominio.
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Por exemplo, a Figura 8 demonstra uma funcao parcial:

Figura 8 — Diagrama de Venn

A B

Fonte: do autor.

2.3.2 Fungoes Totais

Definicdo: Funcao Total

Uma funcao f de um conjunto A para um conjunto B é uma funcdo total quan-
do especifica associacoes para todos os elementos do conjunto dominio. Assim
definimos formalmente:

VxeX,dycYVy=fix)

onde lé-se: para todo elemento x que pertence ao conjunto X e se existe um ele-
mento y que pertence ao conjunto Y tal que y igual f(x).

Por exemplo, a Figura 9 demonstra uma funcao total:

Figura 9 — Diagrama de Venn

A B

Fonte: do autor.

Desta forma, todos os elementos do conjunto A estdo associados a elementos
do conjunto B, e assim, é considerada uma funcao total.
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INTRODUCAO

Neste capitulo iremos trabalhar com Inducao Matematica. A ideia é ter uma base
do que é ainducao e como ela € utilizada. Na matemadtica temos inimeras regras
de inducdo. No entanto, este capitulo terd uma abordagem mais simples e direta,
explorando os principais conceitos sobre indu¢do matematica.

A induc¢do matemadtica é um método de argumentacao dedutivo utilizado para
determinar se uma certa proposicao é verdadeira para, por exemplo, todos os
nameros naturais. Por exemplo, se tivermos a proposicao P(n) onde n=N serd que
sempre serd verdade?

Observe que o conjunto de nimeros naturais é um conjunto infinito, ou seja,
dado qualquer niimero natural n sempre poderemos escrever o seu préoximo nu-
mero como n+I. A noc¢ao de conjuntos infinitos é muito utilizada na matemaética
e o exemplo dos nameros naturais um dos mais triviais, sendo que uma sequéncia
infinita de nimeros naturais serve como base de um dos conceitos fundamentais
do raciocinio matematico, o principio de inducdo matemética.

A inducado matemadtica é uma técnica utilizada para tratar tipos de dados que
tem uma relacao chamada de boa-ordem. Tipos de dados podem ser, por exemplo,
o conjunto dos ntimeros naturais, no qual é considerado como um tipo de dado. A
relacdo boa-ordem é uma relagdo onde todo o subconjunto ndo vazio de um de-
terminado tipo de dado tem um elemento minimo segundo essa relagdo de ordem.

A utilizacao direta da inducao é provar uma propriedade (proposi¢do que pode
ser verdade ou falsa) para todo elemento de um conjunto de dados. Ou seja, com a
inducao matemaética podemos generalizar e dizer que uma determinada propriedade
é sempre verdadeira mesmo tendo como um tipo de dado infinito, por exemplo, o
conjunto dos niimeros naturais.
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3.1

PRINCIPIO DA INDUGAO
MATEMATICA

Um exemplo cldssico da indugdo matemadtica é o efeito dominé. Nesse exemplo,
imagine que as pecas do domino estao colocadas uma apds a outra, conforme Figu-
ra 10. Podemos alinhar infinitas pecas e neste caso dizemos que temos n pecas de
domin6 alinhadas, onde n é o nimero de pecas e tende a infinito. Se derrubarmos
a primeira peca entido temos que todas as pegas serdo derrubadas em sequéncia.
Para isso, podemos definir a seguinte proposicao:

* Se as pecas estdo proximas o suficiente para quando a primeira peca for derruba-
da alcangar a segunda peca, entao as pecas subsequentes também serao derrubadas.

Observe que assumimos que a proposicao acima é verdade e assim queremos
provar ela. A inducdo matemdtica possibilita que provemos que a proposicao é
verdadeira, tendo n pecas, ou seja, independente de quantas pecas de dominé
tivermos, a proposicao serd sempre verdadeira. Neste caso, a conclusao é simples
e o exemplo fica claro porque a proposicao definida é sempre verdade.

Figura 10 - Efeito Domind

Fonte: Adaptado de Menezes (2004).

Outro exemplo classico é a metafora da escada. Imagine que tenhamos uma
escada infinitamente alta e considerando duas proposic¢oes:

» Consigamos alcancar o primeiro degrau;

¢ Uma vez estando no primeiro degrau podemos alcancar o préximo e assim
consecutivamente.

Assim, se ambas as proposicoes forem verdadeiras entdao podemos alcancar n
degraus, onde n é o nimero de degraus da escada. Desta forma, usando inducao
matemadtica conseguimos provar que qualquer degrau da escada é alcancdvel in-
dependentemente do nimero de degraus.

Consideremos agora que os degraus (ou as pecas de domind) sejam ntimeros
inteiros positivos. Podemos definir formalmente que

p(n)
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representa uma proposi¢ao P qualquer (ou propriedade) sobre um nimero inteiro
positivo. Assim que iremos demonstrar que independentemente do valor de n, a
proposicao P é sempre verdadeira. Uma forma de demostrar isso seria fazer para
todos os nimeros inteiros positivos, um a um. No entanto, isso nao € viavel e a
inducdo matemadtica entra como uma técnica necessdria para provar que a pro-
posicao P é verdadeira independentemente do valor de n.

Para que isso ocorra, a inducdao matematica é definida por um principio bdsico
que pode ser, informalmente definido como:

“Se 0 comeco é correto e se nada pode dar errado entdo sempre estara correto”

Formalmente, definimos como:

Definicao: Principio da Inducao Matemadtica

Dada a proposi¢ao P(n) sobre M, onde

M={ne NV n=memé&N}
e lé-se como: M é um conjunto composto por n que pertence ao conjunto dos ni-
meros naturais tal que n é maior e igual que m e m também pertence ao conjunto
de ntimeros naturais.

Sendo assim, o principio da indu¢do matematica considera que:
e P(m) é verdadeira
e para qualquer k€ M,P(k)= P(k+1), ou seja, k pertence ao conjunto M e se a
propriedade P de k é verdadeira entdo P de k+1 também sera verdadeira.
* Entdo para qualquer n€N, P(n) é verdadeira.

Podemos entao definir 3 passos necessarios para uma prova por indu¢ao ma-
tematica:

¢ Passo 1: Base
Provar que vale para o menor inteiro considerado no enunciado do problema,
ouseja: P(m)

¢ Passo 2: Hip6tese
Considerar que a proposicao é verdadeira para um nimero inteiro k, ou seja: P(k)

¢ Passo 3: Passo da Inducao

Provar que quando a proposicao for verdadeira para k ela também serd verdade
para k+1, ou seja: P(k)= P(k+1)
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3.2

EXEMPLOS DE INDUCAO
MATEMATICA

Nesta secdo, iremos demonstrar como usar a inducdo matemaética em exemplos
simples e cldssicos da literatura.

3.2.1 Funcoes Parciais

Considere que queremos provar o seguinte:

Si=1, ondei= 1+2+3..n seja igual a "~ ”(" Y

onde 1é-se: o somatério de n ntimeros iniciando por 1=1 onde o valor de 1 é igual
aasomade 1,2,3,4 até que o nimero n seja igual a formula n multiplicado por n+1
dividido por 2.

Passo 1: Base

A base deve ser o menor nimero, que no caso é o menor nimero de i a ser
somado, ou seja, I.

Assim, precisamos provar que a féormula vale para n=1, ou seja:
Si=1, onde i = 1+2+3...n paran=1 tem que ser igual ao valor da férmula 1(N*2)
também para n=1. 2

Para Si=1 considerando n=1 é exatamente 1 pois a férmula representa o soma-
torio de valores de i=1 até n que € 1.

Na féormula "("*1) considerando n=1 temos:
2

n(n+l) _ 1(1+1) _ 2
2 2 2
Desta forma, demonstramos que para a base (menor valor de n) a proposi¢ao
é verdadeira.

Passo 2: Hipotese
Agora consideramos que para qualquer valor de K supondo que:

k
3= 1+2+3+.. k= k1)
i=1 2

Considerando essa suposi¢do, vamos querer provar que a férmula vai ser sempre
verdadeira para se somarmos todos os valores de 1 até k+1.
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Passo 3: Passo da Inducao
Queremos saber entdo quanto vale:

k+1

%i: 1+2+3+.. .k = (k+1)

Ou seja, precisamos provar que o resultado do somatério é igual ao da férmula
quando n = k+1. Desta forma, a demonstracdo da prova acontecerd pela manipu-
lacao do somatorio, e claro, assumindo que a hip6tese da inducao seja verdade:

1+2+3+...+k+(k+1)=(—k(k2+1))+(k+1)= k(kﬂ)f(kﬂ) = (k+1)2(k+2)

Desta forma, temos que para n = k+1 a seguinte igualdade é verdadeira:

n(n+1) _ (k+1)(k+2)
2 2

2i=1,i=

Concluindo, a férmula estd correta para o caso n=k+1. Entdo, como provamos
que a féormula vale para n=1, e se for verdade para n=k, entdo é verdade para n=k+1,
ainducao é completa.

3.2.2 Exemplo 2
Considere que queremos provar o seguinte:
P(n)=n<2"

onde 1é-se: para a proposicao P de um nimero n, onde n€N tem-se que n serd
sempre menor que 2 elevando na n.

Passo 1: Base
Considerando o menor namero possivel (zero), temos entao que k=o e:

0<1=2’

Passo 2: Hipétese
k
Suponhamos entdo que k€N entdo temos que P(k) =k <2" é verdadeira.

Passo 3: Passo da Inducao
Queremos saber entdo quanto vale:

P(k+1) =k +1<2""

Assim se a hip6tese da inducao for verdadeira (k+1) entdo temos que para qual-
quer que seja o valor de n, onde n€N, tem-se que N < 2"
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3.2.2 Exemplo 3

Considere que queremos provar uma férmula para a soma dos n primeiros
numeros impares, ou seja:

1+3+4+..+2n-1=n"

Passo 1: Base
Considerando o menor ntimero possivel 1 (um), temos:
eparan=1asomaérl
eparan-2asomaé 1+3=4
eparan-3asomaé 1+3+5=9
® para n=4 a soma € 1+3+5+7 = 17, € assim por diante.

Vejam que para um n muito grande é invidvel fazermos todos os casos, e entdo
queremos provar para qualquer n. A base considera o menor n, ou seja I.

Passo 2: Hipétese
Suponhamos que a seguinte hipotese é verdadeira para um inteiro k:

2
1+3+5+..+ 2k-1=k
Passo 3: Passo da Inducao
Vamos provar que se a hipotese é verdadeira, entdo o resultado do somatério

quando n = k+1:

1+3+5+...42(k+1)-1 deve ser igual da férmula n2 também quando n = k+1. Desta
forma, substituimos o n por k+1 e temos:

1+3+5+,. 4 2(k+1)-1= (k+1)°

Assim, como provamos que a férmula vale para n=1 (base) e considerando a
hipétese verdadeira (n=k+1) entdo provamos que a proposicao proposta esta correta.
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3.3
RECURSAO MATEMATICA

Arecursao matemaética é um principio relacionado a Inducao Matematica, no qual a

definicdo recursiva de uma funcao, por exemplo, é definida em funcao de si mesma.

Podemos definir recursivamente sequéncias, funcdes e conjuntos. Por exemplo:
Considere a sequéncia S, de poténcias de 2 dada por:

S=2"paran=0,1,2,3,4..

Sendo que a mesma sequéncia pode ser definida recursivamente por:
S=1
Sn+1 =2 Sn

Observa-se que recursao e inducao sao similares e ambos sdo vélidos (ou de-
monstrados como validos) para n valores. Desta forma, a recursividade pode ser
utilizada como estratégia para o cdlculo de uma fung¢do para o valor n e pode ser
descrita a partir do cdlculo dessa mesma funcao para o termo anterior (n-1).

Definicao: Funcao Recursiva

E definida como uma fungéo recursiva quando dentro do corpo de uma fun¢io
é possivel chamar novamente a mesma funcao.

As funcoes recursivas podem ser classificadas de duas formas:

* Funcao Direta: quando uma fun¢do S chama a prépria funcéo S.

* Funcdo Indireta: quando uma funcao S chama uma fun¢do T e esta chama a
funcao S.

Vejamos agora alguns exemplos cldssicos de recursao. Um dos exemplos mais
conhecidos é como definir recursivamente a fung¢ao fatorial. Um fatorial, de um
numero n, corresponde ao produto (multiplicacdo) de todos os nimeros inteiros
positivos menores ou iguais a n. Assim, temos uma funcao fatorial definida por:

fn)=n!
E definimos a fung¢ao fatorial recursiva como:

flo)=1
Jf(m)=nf(n-1)

Como observamos na definicdo recursiva do fatorial, para qualquer nimero n
a funcao sempre ird retornar o seu fatorial. Como exercicio, podemos demonstrar
para um nimero qualquer, (por exemplo, o nimero 3) como a funcao recursiva
funciona:

f(3)=3f(2)=3.2=6
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INCONTAVEIS E
ENUMERABILIDADE




INTRODUCAO

Neste capitulo iremos ver os conjuntos contaveis, incontaveis e enumerabilidade.
Como visto no Capitulo 1, a teoria dos conjuntos é muito utilizada na Computacao.
Outra caracteristica muito importante da computagdo é que sempre trabalhamos
com abstracdes que consigam ser representadas de forma matematica e, assim,
conseguimos resolver em um computador (ou podemos dizer que podemos re-
presentar em uma linguagem de computador).

Na matemadtica, podemos dizer que conjunto contével é representado por con-
junto com a mesma quantidade de elementos. A quantidade de elementos de um
conjunto também pode ser dita cardinalidade. J4 um conjunto incontavel pode
ser representado por um ndo contével, ou seja, o oposto de um conjunto contével.

O termo surgiu com o matematico alemao Georg Ferdinand Ludwig Philipp
Cantor, que ficou conhecido por elaborar a teoria dos conjuntos. Quando Cantor
desenvolveu a teoria dos conjuntos, ele também pensou em estender o conceito de
ntimeros de elementos, surgindo assim a enumerabilidade de conjuntos. Dado esse
estudo, de Cantor, é possivel demonstrar matematicamente uma série de proprie-
dades sobre a enumerabilidade de conjuntos, por exemplo, o produto cartesiano
de dois conjuntos enumerdveis resulta também em um conjunto enumeravel.

A enumerabilidade pode ser usada para demonstrar se um determinado con-
junto é contdvel ou incontavel. Este capitulo estd dividido em duas sec¢des, uma
que aborda os conjuntos contdveis e outra que aborda os conjuntos incontaveis.
Por fim, temos algumas atividades a serem feitas.
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4.1
CONJUNTOS CONTAVEIS

Conjuntos correspondem a uma colecdo de objetos ndao ordenados. Por exemplo,
A={IO}20:30:40:50}
corresponde a um conjunto denominado de A com os elementos 10,20,30,40 € 50.

Observa-se qui que usaremos, para denominar os conjuntos, sempre letras
maitsculas. Ja os elementos dos conjuntos podem ser letras, nimeros ou simbolos.
Outras observacoes importantes a serem lembradas sobre conjuntos em geral sdo:

* Se ac A entao significa que o elemento a pertence ao conjunto A.

* Se b€ A entdo significa que o elemento b ndo pertence ao conjunto A.

*Se A = {verde, amarelo, azul} entdo podemos ter que verde pertence ao conjunto
A e preto nao pertence ao conjunto A.

* Os elementos de um conjunto ndo possuem ordem, ou seja A={verde, amarelo,
azul} é igual a A={azul, verde, amarelo}.

¢ Sempre usamos chaves para indicar um conjunto.

Conjuntos contdveis sdo denominados também como conjuntos finitos ou infi-
nitamente contaveis. Desta forma, para um conjunto finito de n elementos paran
> 0, lista-se todos os seus elementos. Em um conjunto finito S qualquer, podemos
descrever um elemento como inicial S1, outro como subsequente S2 e assim por
diante. Desta forma, se existirem k elementos no conjunto, eles podem ser listados
na ordem selecionada S1,52,S3,...,Sk onde:

e A lista representa o conjunto todo
* O namero de elementos de um conjunto finito é a cardinalidade do conjunto.
Assim, esse conjunto teria cardinalidade k.

Uma observacdo importante, sobre os conjuntos contdveis, é que ser contavel
nao significa que sempre podemos dizer qual o niimero total de elementos no
conjunto. Ou seja, significa que podemos dizer quem é o primeiro elemento, o
segundo e assim por diante. Entdo, conjuntos contdveis sao também conjuntos
enumerdveis. Por exemplo, o conjunto s dos nimeros inteiros positivos e impares
é um conjunto contavel e enumeravel.

Um conjunto infinitamente contével é possivel enumerar seus elementos em
uma sequéncia infinita. Por exemplo, (s1,52,53,54,...) . Assim, cabe ressaltar que
um conjunto contavel significa um conjunto finito ou um conjunto infinitamente
contavel.
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4.2
CONJUNTOS INCONTAVEIS

Temos também conjuntos incontdveis, ou seja, que sdo infinitos e ndo contaveis
(ou ndo enumerdveis). Por definicao, um conjunto nao enumerdvel é tdo grande
que ndo existe uma maneira de se contar os elementos e se obter todo o conjun-
to. Apesar de ser interessante saber que existem conjuntos que sdo incontaveis,
normalmente estaremos interessados nos conjuntos contaveis. Por exemplo, o
seguinte conjunto é incontavel:

S={xc RV o<x<1}
onde lé-se: o conjunto S composto por um elemento x que pertence aos nimeros
reais tal que x é maior que zero e menor que um. Como X € um nimero real entiao
o mesmo é infinito, ou seja, existem infinitos nlimeros entre o e I.
Apesar de 6bvio, também pode-se dizer que um conjunto € incontédvel se ele nao

for um conjunto contédvel. Podemos citar, como exemplo, de tépico da matematica
que se utiliza de conjuntos nao contaveis o Calculo Diferencial e Integral.
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INTRODUCAO

Muitos problemas reais podem ser vistos como um conjunto de conexdes entre
objetos. Por exemplo, em um grande cruzamento de transito temos vias, sinaleiras,
passagens de pedestre e de carro. Essas conexdes precisam ser muito bem planeja-
das para que, tanto os carros quanto as pessoas, possam transitar pelo cruzamento
com seguranc¢a e em um tempo aceitdvel (eficiéncia). Na computacao podemos
modelar essas conexdes, usando estruturas como Grafos. Essas conexdes exploram
arelacdo do tipo: determinar caminhos entre objetos (ir por um caminho de um
objeto a outro); determinar distancias entre objetos (menor ou maior caminho);
quais os caminhos possiveis para se chegar a um determinado objeto. Assim, grafos
sao muito utilizados para modelar esses problemas.

Veremos neste capitulo os principais conceitos sobre grafos. O estudo da Teoria
dos Grafos é de fundamental importancia dentro da computacao. Muitos problemas
atuais vém sendo solucionados com a utilizacdo desses conceitos. Por exemplo,
problemas relacionados a redes de energia das cidades sdo modelados usando &r-
vores (que nada mais sdo do que um tipo de grafo). Tais problemas sdo modelados
por algoritmos que identificam o menor caminho, o maior caminho, final de um
caminho, entre outros, correspondem a rotas de energia elétrica onde sistemas
computacionais monitoram no sentido de identificar problemas na transmissao
de energia elétrica. Outros inumeros problemas atuais sdo modelados usando a
Teoria dos Grafos. Assim, os conceitos vistos neste capitulo poderdo ser aplicados
em vdrias outras disciplinas do curso de Licenciatura em Computacao.

54



5.1
GRAFOS

Definicdo informal:

Um grafo é uma representacao matemadtica que consiste em um conjunto nao
vazio de vértices (também chamados de nés) e um conjunto de arestas (também
chamadas de arcos), sendo que os vértices sdo conectados pelas arestas (ou também,
podemos dizer que os nds sdao conectados pelos arcos).

Definicdo formal:

Um grafo é uma representagdo matemadtica formada por uma tripla ordenada
(VA,G) onde:

*V: representa um conjunto nao vazio de vértices (ou nés);

* A: representa um conjunto ndo vazio de arestas (ou arcos);

* G: representa uma funcdo que associa a cada aresta a um par ndo ordenado
x-y de vértices, chamado de extremidade de a.

Vejamos o seguinte exemplo de grafo apresentado na Figura 11.

Figura 11 — Exemplo de Grafo

a3

al a4
a2

a5

Fonte: do autor.

O grafo apresenta 3 vértices (1, 2 e 3) e 4 arestas (aI, a2, a3, a4 e a5). Afuncdo g
associa as arestas as suas extremidades, sendo assim temos:

eg(ar) =1-2
eg(az)=1-2
*g(ag) =2-2
e g(aq) =2-3
*g(as)=1-3
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5.1.1 Grafo Direcionado

Grafos direcionados também sdo chamados de grafos orientados, grafo dirigido
ou digrafo. No nosso estudo sobre grafos chamaremos apenas de grafo direciona-
do. A ideia desse grafo € a direcao, ou seja, as arestas possuem sentido de direcao
(representado graficamente por uma seta).

Definicao formal:

Um grafo direcionado é uma tripla ordenada (V,A,G), onde:

*V:representa um conjunto ndo vazio de vértices (ou nos);

e A: representa um conjunto ndo vazio de arestas (ou arcos);

* G: representa uma func¢do que associa a cada aresta a um par ordenado (x,y)
de vértices, onde x é o vértice inicial e y o vértice final.

O que difere grafos direcionados de outros grafos é que cada aresta tem um sen-
tido (ou orientacao). Vejamos o seguinte exemplo de grafo apresentado na Figura 12.

Figura 12 — Exemplo de grafo direcionado

a3

al a4
a2

a5

Fonte: do autor.

No exemplo da Figura 5.2 temos as arestas com uma seta que representam a
dire¢do e, como ja vimos anteriormente, por isso o grafo é direcionado. O grafo
direcionado apresenta 3 vértices (I, 2 e 3) e 4 arestas (a1, a2, a3, a4 e a5). A funcao
g associa as arestas as suas extremidades de forma ordenada, sendo assim temos:

eg(ar) =(1,2)
e g(az) =(2,1)
*g(ag) = (2,2)
*g(aq) =(2,3)
* g(as) =(1,3)
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5.1.2 Terminologia

Na teoria dos grafos existe uma terminologia adotada, a qual veremos nesta secao. Ja
vimos que a direcao refere-se ao sentido das arestas e graficamente é representada
por uma seta em um dos lados da aresta. Assim, sao apresentados alguns termos
usados na Teoria dos Grafos:

* Rétulos: ou grafos rotulados podem ser chamados quando os vértices possuem
alguma identificacao. Nos exemplos anteriores os vértices receberam ntimeros, e,
desta forma, podem ser considerados grafos rotulados.

* Pesos: com relacdo as arestas, também podem ser atribuidos rétulos ou, em
muitos casos, pesos. Um uso comum dos pesos sdo probabilidades, ou seja, de um
vértice qualquer € possivel ter duas arestas saindo cada uma com uma probabili-
dade associada.

e Vértices Adjacentes: no caso, um vértice adjacente de um vértice qualquer é
um vértice que estd ligado a este vértice por meio de uma aresta.

e Laco: é uma aresta com extremidades v-v para alguma aresta v.

* Arestas Paralelas: duas arestas com as mesmas extremidades.

* Grafo Simples: é um grafo sem lacos ou arestas paralelas.

* Grafo Completo: € um grafo no qual dois vértices quaisquer sdo adjacentes.

e Vértice Isolado: é um vértice que ndo possui adjacentes, ou seja, nao possui
arestas que chegam ou saem do vértice.

e Grau: é o numero de extremidades de arestas que se conectam a um vértice.

* Subgrafo: consiste em um conjunto de vértices e arestas que representam um
subconjunto de um conjunto original e completo de vértices e arestas.

e Caminho: a partir de um vértice vo até um vértice vn considera-se o caminho
a sequéncia entre eles, ou seja: vo, ao, v1, ai, ..., Vn-1, an-1, vn.

* Comprimento de um Caminho: considera-se comprimento de um caminho o
numero de arestas que ele contém.

¢ Grafo Conexo: se existe um caminho de qualquer vértice para outro.

* Ciclo: é o caminho de algum vértice qualquer para ele mesmo. Caso o grafo
ndo possua ciclos ele é considerado aciclico.

A Figura 13 abaixo compreende grafos simples completos de 1 a 4 vértices. Um
grafo simples é denotado por Kn, onde n representa o nimero de vértices.

Figura 13 - Exemplos de grafos simples completos.

0] o—=06

Fonte: do autor.
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Como observa-se na Figura 14, os grafos possuem todos os seus vértices conec-
tados entre si. Como exercicio de fixacao, tente montar um grafo onde n=5. Para
isso, tenha como base o grafo abaixo que é considerado ndo completo pois nem
todo vértice é adjacente a todos os outros.

Figura 14 - Exemplo de grafo ndo completo

Fonte: do autor.

5.1.3 Grafo Bipartido Completo

Considerando o exemplo da Figura 14 onde o grafo ndo era completo, podemos
observar dois conjuntos de vértices: {2,4} e {1,3,5}. Os vértices desses conjuntos
ndo sdo adjacentes, no entanto, um dos vértices de cada conjunto é adjacente. Por
exemplo, o vértice 2 é adjacente com todos os outros {1,3,5}. Desta forma esse grafo
é considerado Bipartido Completo.

Definicao: Grafo Bipartido Completo

Caso um dos vértices de um dado grafo pode ser dividido em 2 conjuntos disjun-
tos ndo vazios N1 (de m elementos) e M1 (de n elementos), tal que dois vértices
sdo adjacentes, se e somente se, um deles pertence a N1 e o outro pertence a N2.
Assim, um grafo bipartido completo é denotado por K, , .

No exemplo da Figura 15, o grafo é denotado por K,;, ou seja, dois conjuntos
sendo um com 2 vértices e outro com 3.
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5.1.4 Grafo Isomorfo

Quando usamos uma representacao visual podemos representar dois grafos de
maneira diferente mas, que podem representar o mesmo grafo de acordo com a
sua definicdo formal. Por exemplo, observe a Figura 15.

Figura 15 - Representacgao visual de grafos.

gl

Q. .0 C© O

O " © ()

Fonte: do autor, 2017.

Observa-se na figura acima que as representacgdes visuais sdo diferentes, mas os
grafos sao equivalentes. Se considerarmos que os vértices {1,2,3,4} correspondem
aos vértices {a,b,c,d} e os arcos {a1,a2} correspondem aos arcos {g1,g2}, temos que
os grafos sdo iguais apenas com rétulos diferentes.

Defini¢ao: Grafo Isomorfo
Dado dois grafos (V1,A1,g1) e (V2,A2,g2), estes sdo isomorfos se existem
bijecoes f1:Vi—Vze f2:A1— A2 tais que, para cada arco ac A1, g1(a)=x-yse e somente

se gz2lf2(a)l=fr(x)-fr(y).

Podemos dizer, de forma informal, que em grafos isomorfos deve ser pos-
sivel re-rotular os vértices de um grafo para serem rétulos de outros, mantendo os
arcos correspondentes em cada grafo.

Por exemplo, que consiste em um exercicio resolvido, na Figura 16 temos
dois grafos que sao isomorfos.

Figura 16 - Exemplo de grafos isomorfos.

Fonte: do autor.
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Com base nos dois grafos podemos dizer que os vértices correspondentes sao:
firr—-c

2—-e

3—d

4—b

5—a

As bije¢des que estabelecem o isomorfismo sdo:
fo:ar — er

az —e4

a3 — e2

aq — e3

a5 — e8

a6 — ey

a7 — e5

a8 — e6

Existem algumas condicdes onde grafos ndo podem ser isomorfos. Mas, mesmo

nao se encaixando nessas condicoes, podem existir grafos que ndo sdo isomorfos.
As principais condi¢Oes para os grafos nao serem isomrfos sao:

* Um grafo possui mais vértices que outro.

* Um grafo tem mais arcos que outro.

* Um grafo tem arcos paralelos e outro ndo.

e Um grafo tem um laco e outro nao.

e Um grafo tem um vértice de grau k e outro ndo.
* Um grafo é conexo e outro nao.

* Um grafo tem um ciclo e outro nao.
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5.2
ARVORES

Arvores sdo tipos especiais de grafos, que sdo utilizadas na computacao, princi-
palmente para representacdo de dados. Areas da computacdo como Estrutura
de dados e programacado fazem uso de arvores para a resolucao de problemas
computacionais. Um exemplo informal, de representacdo de dados por meio de
arvores, sdo as chamadas arvores genealdgicas que sdo utilizadas na representagdo
de uma familia. Outros exemplos incluem o fluxo organizacional de uma empresa
e a estrutura hierdrquica de uma empresa.

Definicdo: Arvore
Uma arvore é um grafo conexo, aciclico e com um vértice especial denominado
Raiz.

A Figura 17 apresenta um exemplo de drvore onde o vértice com o rétulo r re-
presenta o vértice raiz.

Figura 17 - Exemplo de Arvore

Fonte: do autor.

Caso tenhamos apenas um vértice, consideramos ele a raiz, ou seja, uma arvore
com apenas a raiz. No entanto, podemos ter representacdes mais complexas com,
por exemplo, arvores disjuntas. Vejamos o exemplo abaixo.

Sejam A1,A2,...,An 4rvores disjuntas com raizes r1,r2,...,rn. Uma 4rvore forma-
da colocando um novo vértice r ligado por um tinico arco a cada um dos vértices
rL,rz,..,rn, é uma nova arvore com raiz r. A Figura 18 apresenta esta formalizac3o.
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Figura 18 — Arvore com raiz r composta por duas drvores disjuntas

Fonte: do autor.

Nesta representacao (Figura 18) temos que os vértices r1 e r2 sdo vértices filhos e
o vértice r é chamado de vértice pai.

5.2.1 Terminologia

Uma definicao importante em 4rvores € a raiz, como ja vimos anteriormente. Isso
garante que daraiz de uma arvore devemos poder alcancar qualquer outro vértice
seguindo um tinico caminho. Outros conceitos importantes usados no estudo de
arvores sao:

¢ Profundidade: corresponde ao comprimento do caminho do vértice raiz até o
vértice que se deseja saber a sua profundidade.

e Altura: corresponde a maior profundidade dos vértices de uma arvore.

* Folha: corresponde aos vértices que nao possuem filhos.

¢ Floresta: corresponde a uma colecao de arvores disjuntas.

5.2.2 Arvores Binarias

Uma arvore bindria é aquela onde cada vértice possui apenas dois filhos, um cha-
mado de filho esquerdo e outro chamado de filho direito. Por exemplo, a Figura 19
é uma arvore bindria possuindo uma raiz r, cada vértice possui dois filhos, temos
3 vértices folhas com altura de 3.

Figura 19 - Exemplo de drvore bindria

Fonte: do autor.
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Outros tipos especiais de arvores bindrias, também podem ser definidas, como
arvore bindria cheia.

Uma arvore bindria cheia, é uma arvore bindaria, onde todos os vértices filhos
estdo na mesma profundidade. No exemplo da figura 19 observamos que, nem
todos, os vértices filhos estdao na mesma profundidade. A Figura 20 apresenta um
exemplo de arvore bindria cheia.

Figura 20 — Exemplo de drvore bindria cheia

Fonte: Proprio autor, 2017.

Observa-se que arvores possuem caracteristicas especiais como a definicao dos
filhos a esquerda e a direita.
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APLICACOES
DE GRAFOS
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INTRODUCAO

O primeiro problema a ser resolvido, usando grafos, foi o famoso problema das
Pontes de Konigsberg, resolvido por Leonard Euler em 1736. Foi entdo que deu
origem a teoria dos grafos. Neste capitulo, veremos o problema das Pontes de
Konigsberg, o que originou o Grafo de Euler, nome herdado do matematico. Em
seguida veremos mais dois problemas cldssicos que também podem ser resolvidos
usando a teoria desenvolvida por Euler.

Neste capitulo, o objetivo principal é motivar os alunos na resolugao de problemas
praticos usando a Teoria dos Grafos. Ou seja, o capitulo apresenta a descricao dos
problemas e sugere aos alunos a busca da solugdo. Por se tratarem de problemas
classicos, existem intimeras fontes de pesquisa que apresentam a solucao. No entanto,
sugere-se que em um primeiro momento os alunos tentem resolver o problema com
base nos conceitos vistos neste livro. Para isso, serd preciso entender o problema
e modelar ele como um grafo. Apés, deve-se demonstrar se o grafo pode ser, ou
ndo, caracterizado por um Grafo de Euler. Caso ele represente um grafo de Euler
o problema possui solucao. Os problemas apresentados neste capitulo poderiam
ser estendidos para outros contextos, que podem ser bem comuns a nosso dia a
dia. Por exemplo, como determinar o menor trajeto de um carteiro para a entrega
das correspondéncias? Como determinar se existe um caminho tinico de coleta
de leite em uma cidade? Use a imaginacgdo, e pense em problemas reais que vocé
poderia estar solucionando com a Teoria dos Grafos.
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6.1
PONTES DE KONIGSBERG

O exemplo mais cldssico na literatura sobre grafos é o das pontes de Kénigsberg.
A partir desse problema, resolvido por Leonard Euler em 1736, a teoria dos grafos
comegcou a se desenvolver. O problema surgiu na cidade de Kénigsberg, banhada
pelo Rio Pregel, com sete pontes ligando duas ilhas e as margens opostas do rio.
Desta forma, o matemadtico Leonard Euler definiu o seguinte problema:

* Seria possivel realizar um passeio pela cidade onde (i) o passeio comeca e
termina no mesmo lugar; e (ii) durante o passeio deve-se cruzar cada ponte exa-
tamente uma vez.

A Figura 21 mostra o esquema das pontes utilizado pelo matemaético Leonard
Euler. Segundo a histoéria, Euler teria resolvido o problema para uma situagdo mais
geral, e desta forma, ele utilizou um grafo para representar o problema.

Figura 21 — Pontes de Konigsberg

Fonte: Wikipédia. Disponivel em: https://en.wikipedia.org/wiki/Seven_Bridges_of Konigsberg

Formalmente o problema pode ser definido da seguinte forma. O conjunto de
vértices onde:

*V = {v|vé uma margem ou uma ilha} e
* A = {(v1,v2,p) | existe uma ponte p que une as margens (ou ilhas) v1 e v2}

Observe que as margens ou ilhas sdo os vértices do grafo e as pontes as arestas.
Assim, para o problema em questao podemos ter todos os seguintes conjuntos:

*V={AB,CD}e

*A={(AC,), (ACd), (AB,a), (A,B,b), (AD,e), (B,D,1), (C,D,g)}

A Figura 22 apresenta o grafo construido a partir dessa defini¢do. O grafo é o

modelo matemadtico que representa as pontes de Konigsberg. Observa-se que o
grafo é conexo.
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Figura 22 - Grafo que representa as pontes de Konigsberg

Fonte: do autor.

Dado o problema, a ideia é a partir de qualquer vértice tentar atravessar todas
as arestas uma tinica vez e retornar ao vértice de origem. Imagine vocé tracar uma
linha entre um vértice inicial e um final sem tirar a caneta do papel desenhando as
arestas apenas uma tnica vez. Uma das preocupacodes foi determinar qual o tipo
de grafo consegue fazer um caminhamento fechado. Com base nessa ideia o grafo
ficou conhecido como Grafo de Euler.

Como todo Grafo de Euler possui um caminho de um vértice inicial até um final,
seguindo um tinico caminho e sabendo que o problema das pontes de Kénigsberg,
pode ser modelada usando um grafo de Euler, entdo o problema possui solugdo. O
seguinte teorema é utilizado para provar a solugdo:

Teorema:

Dado um grafo conexo G qualquer, entdo G é um grafo de Euler, se e somente
se, todos os seus vértices sao de grau par.

Informalmente, podemos pegar qualquer problema e modelarmos como um
grafo. Se o grafo modelado é um grafo de Euler, entao concluimos que o problema
tem solucdo.
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6.2
PROBLEMAS CLASSICOS

Existem uma infinidade de problemas que podem ser solucionados usando a
teoria dos grafos. Muitos problemas cldssicos sdo demonstrados na literatura. A
modelagem matemadtica tem utilizado grafos para resolver varios problemas re-
ais, por exemplo, a modelagem de cruzamentos de rodovias pode ser facilmente
modelado usando grafos. Nesta secao veremos algumas aplicacoes e problemas
simples onde se utilizam grafos para a sua resolucao. Nos problemas a seguir, faca
uma busca na internet e tente resolver e entender cada um dos problemas usando
a teoria vista no Capitulo 5.

6.2.1 O Bilionario Count Van Diamond

A Figura 23 apresenta um esquema da casa do biliondrio Count Van Diamond que
acaba de ser assassinado na drea da piscina. Um detetive chamado Sherlock foi
contratado para resolver o caso. Sabe-se o seguinte:

* O mordomo disse que viu o jardineiro entrar na drea da piscina e logo ap6s
saiu, pela mesma porta que havia entrado.

¢ O jardineiro, entretanto, afirma que ele nao poderia ser a pessoa vista pelo
mordomo, pois ele havia entrado na casa, passado por todas as portas uma tinica
vez e, em seguida, deixado a casa.

Sherlock avaliou a planta da residéncia (Figura 23) e declarou solucionado o
caso. Assim, o Sherlock, que também é um estudioso da teoria dos grafos, conse-
guiu solucionar o assassinato verificando se o problema pode ser modelado como
um grafo de Euler.

Tente modelar o problema com um grafo de Euler e responda as duas perguntas:
1) Quem poderia ser o suspeito indicado por Sherlock?
2) Qual o raciocinio utilizado pelo detetive para apontar o suspeito?

Figura 23 - O caso do biliondrio Count Van Diamond

Bar
Quarto de Adega
empregada
———
Sala
Principal Cozinha
Piscina
I i
S%Iagise i i Despensa
Jog Jardim

Fonte: do autor.
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6.2.2 Problema do Carteiro Chinés

Este problema foi formulado pelo matemaético chinés Mei Ku kuan em 1962. O
carteiro sai dos correios e tem que visitar todos os prédios proximos entregando
as correspondéncias e retornando ao ponto inicial (escritério dos correios). Em
grafos temos que encontrar o caminho mais curto passando por todos os vértices.

A Figura 24 apresenta a representacdo dos prédios e ruas onde o carteiro precisa
entregar correspondéncia. O carteiro sempre inicia e termina no prédio dos correios.

Figura 24 — Carteiro Chinés

Correios

Fonte: do autor, 2017.

Dado o problema acima, a ideia é representd-lo usando um grafo, e entao
verificar se o grafo dado é um grafo de Euler, ou ndo. Sua tarefa nesse problema é
fazer o grafo e mostrar o passo a passo para que o carteiro faca a entrega de todas
as correspondéncias.
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CONSIDERACOES FINAIS

A Matemadtica Discreta é utilizada em varias disciplinas na computacao. Podemos
citar como exemplos, a Programacdo de Computadores onde utilizamos frequen-
temente a teoria dos conjuntos; a Engenharia de Software onde a teoria dos grafos
é utilizada para a representacdo de informagoes. O proprio desenvolvimento de
software e sistemas de informacoes se da pelo uso, em diferentes etapas, da ma-
temadtica discreta.

Neste livro vimos os principais conceitos da matematica discreta. A compreensao
da matematica discreta ocorre por meio do entendimento dos conceitos basicos e da
resolucao de exercicios. Este livro demonstra todos os conceitos basicos importan-
tes da matematica discreta. Assim, a resolucao dos exercicios serd de fundamental
importancia para o aprendizado da matemaética discreta.

LICENCIATURA EM COMPUTAGAO | Matemdtica 71



REFERENCIAS

ALENCAR FILHO, E. Teoria elementar dos conjuntos. Sao Paulo: Nobel, 1990.

ESPINOSA, I. C. O. N,; BISCOLLA, L. M. C. C. O.; BARRIERI FILHO, P. Algebra Linear para
Computacao. Rio de Janeiro: LTC, 2007. Cole¢ao Fundamentos de Informética.

GALLIER, J. Discrete Mathematics. USA, Springer: 2011.
GERSTING, J. L. Fundamentos Matemadticos para a Ciéncia da Computacao. Rio
de Janeiro: LTC, 1993.

GERSTING, J. L. Fundamentos Matemadticos para a Ciéncia da Computacao. Rio
de Janeiro: LTC, 2004

HALMOS, P R. Teoria Ingénua dos Conjuntos. Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna, 2001.

IZAR, S. A. E.; TADINL, W. M. Teoria Axiomética dos Conjuntos. S3o José do Rio Preto:
Editora da Unesp, 1998.

MENEZES, P B. Matemadtica Discreta para Computacao e Informatica: Série Livros
Didaticos. Porto Alegre: Editora Sagra Luzzatto, 2004.

SANTOS, J. P. O. Introducdo a teoria dos ntiimeros. Rio de Janeiro: IMPA, 2007.

72



ATIVIDADES

Unidade 1 - Conjuntos e Operacoes
A seguir temos uma lista de exercicios sobre conjuntos e suas operacoes:

1. Dados os seguintes conjuntos: A={a,b,c,d,e,f,g} e B={k,i,b,d,w,e} determine:
a) AUB
b) BUA
c) AUB
d) BUA
e) AUB

2. Na turma de Licenciatura em Computagdo temos 100 alunos, onde 8o gostam
de matemadtica, e 30 de programacdo, sabendo que 10 gostam de programacao e
matematica, quantos ndo gostam nem de programacao e nem de matemaética? For-
malize usando a teoria dos conjuntos e demonstre utilizando um Diagrama de Venn.

3. Para cada um dos itens abaixo faca a unido, interseccao, diferenca e diferenca
simétrica dos conjuntos:

a) A={10,1,15,12}e B={9,0,1,22}

b) A={4,5,1,a,b}e B={1,2,3,b}

¢) A={azul,amarelo,verde}e B={azul,amarelo,verde, preto}

d) A={x€}e B={10,11,1}

e) A=a,b,c,d,ef,gh, B={d, h,jk,a,wte C={b,a k,h}

Unidade 2 - Funcoes e Relacdes

1. Sejam os conjuntos
+A={-6,0,3}
+B=1{-2,1,5,6}

- C=1{0,2,4,5}
+ D= {-2,0,3}

Faca os produtos cartesianos a seguir e represente cada um deles em um plano
cartesiano:

a) AxB b) AxC c) CxD d) BxC e) AxD

f)BxD  g) AxA h) DxD i) CxA j) DxB
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2. Teste a validade das propriedades reflexivas, simétrica e transitiva para as rela-
¢oes R em A= {1,2,3} dadas abaixo. Descreva a particao associada a cada relacao
de equivaléncia:

a) R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}

b) R={(1,1),(1,2)(2,1)(2,2),(2,3)}

¢) R=1{(1,1),(2,2),(2,3),(3,2),(1,3),(3, 1)}

d) R=AxA

3. Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Para cada item abaixo, justifique por que sao
fungdes parciais e determine o tipo da funcao (injetora, sobrejetora ou bijetora).

a) (0,a),(1,b):C—B
b) AxB:A—B

Unidade 3 - Inducao Matematica e Recursividade
1. Prove por inducao as seguintes proposic¢oes:

a) VneN, se n>3 entao 2n<n!
b) 2+6+10+..+(4n-2) =2n"

2. Pesquise e demonstre a sequéncia de Fibonacci de forma recursiva.

Unidade 4 - Conjuntos Contaveis, incontdveis e enumerabilidade
1. Descreva cada um dos conjuntos a seguir, listando seus elementos:
a) S={xVx é par, x<10}
b) S={xVvx&N,x é primo, x<50}

2. Escreva 5 exemplos de conjuntos finitos.

3. Escreva 5 exemplos de conjuntos incontéveis.
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Unidade 5 - Grafos e Arvores

1. Para fixar e compreender bem os conceitos resolva o seguinte exercicio: Repre-
sente graficamente um grafo com vértices rotulados {1,2,3,4,5} e arestas rotuladas
{a1,a2,a3,as,a5,a6} considerando as seguintes funcoes g:

a) glar) =1-2

b) g(az) = 1-3
c) glaz)=3-4
d)g(as) =3-4
e) glas)=4-5
f) g(a6) =5-5

2. Responda também as seguintes perguntas e justifique a sua resposta:
a) Descreva 2 vértices que ndo sao adjacentes
b) Descreva um vértice adjacente dele mesmo
¢) Descreva um laco
d)Descreva 2 arestas paralelas
e) Descreva o vértice de grau 3
f) Descreva um caminho de comprimento 5
g) Descreva um ciclo
h) Esse grafo é completo?

i) Esse grafo é conexo?
g) Esse grafo é direcionado?
i) Esse grafo é conexo?
g) Esse grafo é direcionado?
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